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. V 

PREFAZIONE 

« • 

DELL’ AUTORE. 


§. 1 . Xj Opera , eh’ io vi presento , Di- 
screti Leggitori , è un Trattato Ana - 
litico delle Curve Coniche con metodo 
scientifico , e nelle didascaliche forme 
congegnato. L’Analisi Algebrica, avendo 
ormai concepito un energico potere nell* 
inventare , dovea innestarsi a questo ra- 
mo di Geometria , per farne quegli al- 
tri rami germinare, che di esso sòn più 
sublimi } ed affinchè vi rifiorissero più 
gaie queste linee di secondo ordine , 
che son le curve benemerite delia da- 
tura . Ed io m’immagino, che con tal 
disegno l’ Illustre Marchese dell’ Ospita- 
le , son già venti lustri , avesse ordito 
un siinil lavoro , che ancor riscuote il 
plauso de’ Dotti meritevolmente . Poiché 
ivi adunansi con ordine Euclideo innu- 
merevoli verità su tal soggetto dimostra- 
te coll’ Analisi Cartesiana . In mezzo ad 
esse veggionsi brillare certi artifizj di 



Digitized by Google 



vi Prefazione 

Geometria oltreinodo ingegnosi : alcuni 

de’ quali son come guida a que’ calco- 
li , che vi s’ imprendono a fave : ed altri 
ne fan comporre con eleganza i risultati. 
I luoghi Geometrici , che ne accrescono 
il lavoro , vi son proposti con generici 
principj, e con un’orditura assai chiara . 
E finalmente tutti que’ Problemi sì Piani, 
che Solidi , onde il Valentuomo cercò 
d’ illustrare 1’ applicazione dell’ Algebra 
alla Geometria , con amrnirabil destrezza 
vengon quivi disciolti , e construiti . 

2 . Ma la mole di quest’ Opera , ch’è 
'di tanti pregi gentilmente adorna , non 
può racchiudersi nel picciol giro di una 
didascalica Instituzione per esserne da’ 
Giovani apprendevole . Ed anzi non vi 
mancan de’ sensati Analisti, che in essa ri- 
chieggonvi un’analisi più pura, ed insiem 
più attiva : poiché la piupparte degli ar- 
tifizj euristici, come 1’ ho indicato qui 
sopra , non son che geometrici : e di tal 
natura son anche molte dimostrazioni,, 
che quivi appaiono con simboliche ele- 
gantissime divise . E perciò alcuni Geo- 
metri dell’età nostra si sono ingegnati di 
produrre varj Saggi Analitici sulle curve 
coniche con massimo risparmio di Geo- 
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metria , o facendoli da una nuov’ Ana- 
lisi animare , che Geometria Analitica 
a due Coordinate si domanda . 

3. Or io lodo siffatte produzioni: 
e ben ini rimarrei di questo mio lavo- 
ro, se i detti Saggi fossero alla loro epi- 
grafe corrispondenti . Il Saggio , che si 
fa di ima cosa, è il tome da essa una 
picciola parte per vi mostrare la qualità 
dell’ altra , che ne rimane . Ma le ricer- 
che , c he si omettono in questi Saggi , 
le quali per altro son molte , e di grave 
argomento , potran dirsi sì spedite e 
chiare , come son quelle , che vi si ar- 
recano ? Così la Teoria de’ fuochi delle 
curve coniche , suol essere adeguatamente 
sviluppata ne’ detti corsi , e con mirabile 
agevolezza : essendone lineare l’ Equazio- 
ne traile inclinate di ciascuna curva co- 
nica , e le loro ascisse . Ma nel Trattato 
de’ Diametri gli Analisti vi cominciano a 
cespicare . Nella Teoria delle Tangenti ^ 
e delle Seganti si tacciono interamen- 
te , o vi ridicono lievi cose . • Nè al- 
cuno di £ssi giammai si volse a specu- 
lare i Raggi d’osculo di tali curve, le loro 
Evolute, o altre di coteste importantissi- 
me Locali . E dovendo questi Geometri 
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occuparsi delle dimensioni delle dette 
curve , in quali smarrimenti non do- 
vran cadere ? Imperocché o dovrebherle 
attignere da geometriche disquisizioni : e 
ciò dal metodo impreso n’è loro divietato. 
O converrebbe con integrazioni di fon- 
inole ottenerle . E qui vi sarebbe un mag- 
giore sconcio, qual si è quello di subor- 
dinare il sommo all 1 imo , o il volere un 
bacii line con difficili mezzi ottenere . 
Sicché riuscendo cotesti corsi analitici o 
monchi di Teorie , o sforniti di quell’u- 
niforme didascalico nitore, che tanto va- 
le a rilevare l’ intelligenza in chi gli ap- 
prende j niuno di essi ha mai agguagliato 
in eleganza non pure i Conici del gran- 
de Apollonio, ma nè tampoco certe sin- 
tetiche ^istituzioni , che da’ moderni si 
sono da quegli otto libri delibate : come 
sarebber quelle dell 1 Ab. Grandi , di Ro- 
berto Simson , del Signor Hutton , del 
Cagnoli , e forse di tanti altri . 

§. Ma qual n’ è mai la natura di 
questa nuov’Analisi, che qui conviensi a* 
Giovani adombrare ? Questa scienza , co- 
me cel dicono i suoi coltivatori, è l’ap- 
plicazione dell’ Algebra alla Geometria , 
fatta con melodi generali , e senza pre- 
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mettervi delle construzioni particolari , 
che dovrebbero variarsi per ogni caso. Cioè 
a dire un Problema geometrico quivi con- 
vertesi in algebrico per mezzo dell’ Equa- 
zioni di certe locali, che vi si hanno a 
concepire , e pel conveniente lor maneg- 
gio. Or s’ io non dovessi contenermi ne- 
gli stretti cancelli di un discoi so proe- 
miale, volentieri mi spazierei a descrive- 
re la natura , e’I merito di questa Scien- 
za . Io vi discuterei , se fia meglio con- 
durre la soluzione di un Problema geome- 
trico alla maniera Cartesiana , eh’ è assai 
chiara e naturale , o col maneggio di 
cpielle moltiplici Equazioni indeterminate. 
Se il primo di questi due metodi riesca 
più agevole e più comodo a’ Giovanetti , 
che quell’ altro , in che dovrebbono essi 
ritenere una folla di locali: cioè /’ Equa- 
zione ad una retta tirata per due pun- 
ti : a quell ’ altra , di’ è perpendicola- 
re ad una retta data , o ad una da- 
ta curva : ad una retta tangente di 
una proposta curva : ec. E così varie 
altre cose in tal rincontro svilupperei . 
Ma poi che prò , quando la difficoltà 
di construirne i risultati , la dubbia scel- 
ta delle congrue direttrici, e ’1 travaglio-, 
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.so lavoro dell’ eliminazioni , ove tal me- 
lodo ne impegna , non il rendono abbai- 
stanza commendevole? Intanto del primo 
de’ divisali diletti , che non è assai noto 
a celti moderni Analisti , è ben che al- 
quanto io vi ragioni . 

• 5. Fu detto nelle Greche Scuole 

il Problema geometrico esser quello, che 
•si propone a construirne il soggetto. E si 
è poi stabilito come un Assioma nell’arte 
dell’ inventare , clic ciascuno di questi 
Problemi , qualunque sia il metodo onde 
il risolviamo t e ’l grado eh’ ei contie- 
ne , abbia sempre bisogno di constru- 
zione . Ed io vi aggiungo , che la so- 
luzione analitica di un de’ detti Pro- 
blemi debba estimarsi nelle ottime forme 
esoguita , se colla purità dell’analisi l’e- 
leganza contenga della construzione . Or 
ehi non sa , come in questa novella Geo- 
metria spesso s’ intoppi nelle construzio- 
»i? Il Problema d' inscrivere in un cer- 
chio un triangolo , i cui lati prodot- 
ti , se ne sia d' uopo , passassero per 
tre punti dati , fu risoluto con am- 
mirabile analitico magistero dal S^nor 
e Lagrange , nella cui mente erasi quella 
scienza con sagge misure architettata . Ma 
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il Valentuomo non vi esibì la constru- 
zione del risultato: tanto era questo per- 
plesso , c da geometriche ragioni alieno. 
Onde gli Analisti delia Reai Accademia di 
Pietroburgo , tra’ quali il sommo Eulero 
eminentemente rilucea, ne dubitarmi liirte 
della possibilità della consunzione, e quin- 
di del valore della soluzion del Problema. 
E lo stesso potrei dire di tante altre di 
coteste analitiche espressioni , che si la- 
sciano inguauiate n*ì’ loro simboli, o in 
uno sterile concetto degli Analisti senza 
poterle mai rimettere alla Geometria, ove 
con v ieri recarle . 

6. Intanto nell’ Analisi Cartesiana 
( lo ebe valga a toglier dall’ obblio sì 
mobii scienza ) un Problema Geometrico 
si riduce in Equazione , tosto che ne 
avremo espresso in simboli i Dati , i 
Quesiti , e le Condizioni , che vi si pro- 
pongono . E questo lavorio non è , che 
un affare di algoritmo . Nè quelle inge- 
gnose geometriche preparazioni , che vi 
soleano praticare il Newton , i Bernulli , 
e l’Ospitale, e che or taluno ha tanto in 
odio ed a vile, appartengonsi all’essenza 
della soluzione $ ma sì bene ad ottener- 
ne delle contrazioni eleganti , o a rea- 
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dcrne agevoli le soluzioni de’ Problemi po- 
sizionali, . Quivi facilmente si construi- 
scono gli analitici risultati : ed anzi l’in- 
tera composizion del Problema può in 
sintetiche forme esibirsi : lo che sembra- 
mi assai commendevole . Poiché nostra 
ragione non è mai paga di aver con sim- 
boli risoluto un Problema , se non valga 
a dimostrarlo con grandezze proprie del 
soggetto. 3Nè le cognizioni simboliche, per 
quaulo si esalti la loj-o generalità ed ener- 
gia , potran mai recarci quell’acquiescen- 
za intellettuale , che solo n’ emerge dal- 
le intuitive. Per tal. ragione i Bernulli, 
eh’ eran Geometri sommamente acuti e 
sapienti, esultavan con trasporto, quando 
loro riusciva di sciorre coll’ Analisi Car- 
tesiana certi Problemi di Geometria , che 
doveansi con melodi nuovi disnodare . 
Il Sig. Montucla , saggio estimatore de* 
metodi d’ inventare, facendo eco a’ Mate- 
matici del secol trascorso , solea dire , 
che 1’ Analisi Cartesiana ben diretta ci 
somministri un mezzo quanto facile , al- 
trettanto idoneo a farci scovrire la natu- 
ra, le proprietà, ed i sintomi di una cur- 
va di qualunque grado. E finalmente, sen- 
za girne mendicando coleste straniere at- 
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testazioni, Voi entro quest’Opera vedre- 
te , come 1’ Analisi Cartesiana ci faccia 
conoscer facilmente , e talora per sola 
intuizione non poche verità , che con 
quell’ altro metodo o non ottengonsi per 
alcun modo, o con mezzi assai duri , ed 
intralciati . 

$. 7 . Inoltre chi non sa, che 1’ Istitu- 
zione di una Scienza sul quanto si possa 
'distendere in due guise, cioè col Metodo 
Sintetico , che dicesi di composizione : o 
con quell’ altro, eli’ è Analitico , di ri- 
soluzione , o piuttosto d' investigazione. 
Che per mezzo del primo de’ detti Me- 
todi rigidamente , e da’ principj anteriori 
debba dimonstrarsi ogni verità , che vi 
si propone : e che 1 ’ altro s’ impieghi a 
ritrovare il vero col regolo de’ principi 
euristici , e col pronto maneggio di ve- 
rità già note . Che il metodo analitico 
sia più sublime e più utile del sintetico: 
come quello , che non pur ci proccura 
delle verità nuove, ma insiem ne fecon- 
da nostra ragione a poterne rinvenir 
delie altre . Ma sarà bene il Volere insti- 
tuire ogni candidato della detta Scienza col 
solo metodo analitico , come certi Geo- 
metri indiscreti lian opinato doversi fare? 



xiv Prefazione 

Potrei dire, die chi non è dalla natura, 
o dall’ arte preparalo ad inventare , non 
usi questo metodo. Dirò solamente (vo- 
lendone ragionare con equità e discretez- 
za ) che T arte di dimostrare , e 1’ al- 
tra d’inventare sien due virtù dianoeti- 
che ben diverse tra loro : e che la pri- 
ma di esse debba esserne subordinala 
all’altra : poiché non si procede nel cam- 
mino delle invenzioni , che co’ passi 
delle dimostrazioni . Onde chi nou è 
dimostratore , se diasi ad inventare , o 
nulla vi rinviene, o urta ne’ sofismi . Per 
tal ragione io mi son principalmente in 
quest’ Opera attenuto al metodo di com- 
posizione , e vi ho anche praticato in 
alcuni Problemi 1’ altro d’ investigaziouej 
affinchè ne’ Giovani si rassodasse per 
P un mezzo 1’ arte di dimostrare , e per 
1’ altro quella dell’ inventare . 

§.3. Da tutti questi ragionamenti, cor- 
tesissimi Lettori , io mi lusingo , che 
"Voi ne avrete percepito il disegno di 
quest’Opera, che qui per utile de’ Gio- 
vani esprimo in brevi accenti . Cioè per 
ciascuna delle tre curve coniche io pro- 
pongo ordinatamente quella genesi or- 
ganica , che fu adottata dal Marchesi 
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dell' Autori; 

dell’ Ospitale, e da tanti altri Geome- 
tri accurati . E poi con mezzi pura- 
mente algebrici , e col regolo della Geo- 
metria Cartesiana mi fo a svilupparne le 
più utili , ed insigni proprietà , relativa- 
mente a’ Diametri di esse curve, alle Tan- 
genti , alle Seganti , a’ Fuochi , ed alle 
Dimersioni . In tal congiuntura io vi ri- 
solvo de’ convenevoli Problemi , alcuni 
de’ quali son oltremodo difficili e subli- 
mi : e vi compongo i risultati . E proc- 
curo giusta mia possa , che sieno elemen- 
tari quegli analitici ripieghi , ed eleganti 
queste construzioni : affinchè i Giova- 
ni nell’ apprender queste verità si avez- 
zino a ragionare rigidamente e con ele- 
ganza in amendue questi Metodi : e vi 
conoscan pure , come l’ uno convertasi 
nell’altro decentemente. Intanto io spero, 
che 1’ Opera corrisponda al suo disegno. 
E, se ciò noi sia, io pur son pago, che 
altri di sagacia fornito , e di sublime 
ingegno non isdegni produrla in più lau- 
devoi forma . 


FINE. 
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CAPITOLO I. 

Della Gekesi dell’ Ellisse , e de’ Diametri 
dì questa Curva . 

1. De fi i. Se gli estremi di un filo flessibile 
intendansi fermati a due piccioli perni fitti in un' 
piano , la distanza de’ quali sia minore della lun- 
ghezza del filo ; e poi uno stiletto , che il tenga 
mai sempre teso d‘ accosto al piano , si aggiri con 
perfetta rivoluzione intorno a que’ due perni ; la 
curva descrittavi dallo stiletto suol dirsi Ellisse (a). 

§. i. Defi il. Gli estremi immobili del filo si 
chiamali Fuochi dell' Ellisse . Ed ogni retta , elio 
da un de’ detti fuochi si conduce ad un qualun- 
que punto delia curva , può dirsi Inclinata , o 
Ramo (b) . 


(a) Per addestrare i giovani alla precisione , 
e adeguatezza de' concetti , io qui soglio astratta- 
mente definir certe voci . 

(fi) Nella genesi organica dell' Ellisse , come 
l' è di tante altre curve , si osservano certi nei 

i 
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3 . Cosi (fig. 1.) il filo FN/maggiore in lunghezza 
della Tetta Vf si concepisca esser legato ne’ suoi 
estremi ai due chiodetti F , ed / fermati nel pia- 
no ANBR : e poi lo stiletto IV , che il tenga mai 
sempre teso d' accanto al piano , si volga d’ in-, 
torno a que' chiodetti , e finché ei ritorni al suo 
primiero sito ; la curva ANBR descritta dallo sti- 
letto nell’ indicato piano , sarà V Ellisse quassù 
definita ; i fuochi della quale saranno i punti F cd 
/, Ed ogni retta FN , o /N , che unisca un de 1 
detti fuochi con un qualunque punto N del peri- 
metro ANBR, si chiamerà Inclinata , o Ramo . 

§.4. Da’ fuochi F,cd/ della detta Ellisse con- 
ducansi ad un punto N del perimetro ANBR le rette 
FN, ed /N . E poi vi si applichi dal punto F e 
daH’ollra parte della retta Vf la FR Uguale alla /N f 
e si congiungano le /R , cd N'R . Sarà chia- 
ro, che i due triangoli NF f, R/F abbiali le condi- 
zioni dell’ ottavà del ). degli Elementi . Imper- 
ciocché dalla genesi di questa curva la somma de’ 
rami FN ed /N è quanto quella degli altri due 
/R ed FR . Ed essendosi fatta la FR uguale 
alla /N , sarà anche /R uguale ad NF . Dunque 
dovranno essere gli angoli NI/, ed N^F del tri- 
angolo NF/ rispettivamente uguali agli altri due 
R/F , ed RI / del triangolo R/F : e quindi sarun 
parallele le rette NF, ed R/, non mcn che le altre 

ageometi ici , di' io tolgo colla seguente t fini- 
zione . I vertici de' triangoli , ciascun de' quali 
ha una stessa base , cd mia data somma de' suoi 
lati > f° rmano una curva , che si chiama Ellisse . 


Digitized by Google 


.3 


celle Sezioni Coniche. 

due FR . ed Isy. Or essendo la figura NFRy un 
parallelogrammo , le sue diagonali KR , ed F/ 
vi si dehbou vicendevolmente secare in parti u- 
guali . Dunque ogni corda deli' Ellisse , che fac- 
ciasi passare pel punto medio della distanza de' fuo- 
chi, resterà divisa in parti uguali in tal punto (c). 

§. 5. 15 se dal fuoco F si applichi la Fre ugua- 
le alla FN , e poi si congiungau le rette Nn, Nf, 
ed nf, si dimostrerà come nel §. prec. esser l’an- 

(c) Questa verità , che ho qui geometricamente 
dimostrala , si può anche attigner dall' Analisi con. 
pari eleganza . (V*d. Prop. VI.) Alcuni Geometri, 
la credono intuiti Ai per esser conscguente alla for- 
ma simmetrica dclt\Ellisse . E ciò non pormi ri- 
goroso . Poiché quehe cose si hanno a conoscerà 
col chiarore della Geùqielria , o dell' Analisi mo- 
derna , e non già all' eòA di voci Indefinite . Inol- 
tre io mi sono astenuto di chiamar diametri cole- 
ste corde , prima di far vedere , che ciascuna di 
esse vi divida per mezzo un sistema di corde pa- 
rallele. Sulla qual cosa convien recare quello, che 
saggiamente propose il sommo N wton , e si è di 
poi adottato dallo Stirling , dall' Eulero, e da tanti 
altri sagaci illustratori della Geometria Sublime : 
Si rectae plures parallelae , et ad conscam sectio- 
nem utrinque lerminatac ducantur ; rccta duas 
earum bisecans, bisecabit alias onines : ideoque 
dicilur diameler figurae : et reciac bisectae di- 

cuntur ordinalim adplicalae ad diamclrinn 

et intersectio curvae , et diametri vcitex nomi- 
na tur . Enum. linear, tert. Ord. §. i. 
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golo NFM uguale all’allro nFM . Il perchè aven* 
do i due triangoli NFM , nFM le condizioni del-, 
la quarta del i°. degli Elementi , dovranno avere 
uguali le loro basi NM , nM , e gli angoli NMF, 
nMF in sulle basi : onde ciascuno di essi dovrà 
èsser retto . E perciò nell' Ellisse vi è un sistema 
di corde parallele , che restan divise ad angoli 
retti , ed in parti uguali dalla retta , che vi si 
conduce pe' fuochi . 

Jj. (>. Che anzi se la corda Nn siavi divisa ad 
angoli retti dalla l'f , dovrà esserne benanche 
secata in parti uguali : e viceversa < 

Si conduca il ramo fn uguale all’ altro fN , 
è dall’ altra parte della retta pe’ fuochi . E se 
jni si conceda , eh’ ei debba passare per 1' estre- 
mo n della della corda Nn , potrà conchiu- 
dersi il proposto assunto per quel che ho nel §.5 
dimostrato . Ma se quel ramo incontri 1" Ellisse 
in un punto G diverso dall'altro n , la congiunta 
NG in virtù di quel medesimo tp sarà perpendico- 
lare alla F f . E cosi sarebbero perpendicolari a 
questa stessa retta le due Nn , ed NG , clic pro- 
cedono da un medesimo punto. Lo clic è un assur- 
do. Ma per dimostrarne la seconda parte, si sup- 
ponga il ramo fG uguale all’ altro /N , c vi si ti- 
ri « H parallela ad ff . Pel detto §. dovrà essere 
NK uguale a KG , e quindi NG dupla di j\K . 
Ma per lo parallelismo delle due «11 , ed MK sta 
N« : NM ;; N1I : NK , c la Nn -supponesi dop- 
pia di NM : dunque sarebbe anche la Nfl dupla 
della medesima NK. E quindi NG uguale ad NH. 
di' è un assurdo . 
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$ Def. in. La retta , che conducesi pe’ fuo- 
chi dell’ Ellisse , e si distende insino al perimetro 
d’ amcndue le parti , si chiama Asse di tal curva. 
E gli estremi di quello si domandai! Vertici di 
questa . 

Una tal retta ha meritato il nome di asse dal 
poter dividere in parti uguali , e ad angoli retti 
un sistema di corde parallele , come 1' ho dimo- 
strato nel §. 6. E ’l 4 - sarà <ii luce 4 ciò , che 
ora imprendo (d) a definire . 

8. Def. iv. 11 centro dell’ Ellisse n’ è il pun- 
to medio dell’ asse . E la distanza del centro di 
tal curva da ciascun de’ fuochi di essa suol dirsi 
Eccentricità . Qual sarebbe la retta CF , ovvero 
1 ’ altra Cfi . 

9. Def. v. Ciascuna delle anzidette corde suol 
chiamarsi Ordinata aW asse . E dovrà dirsi Semi- 
ordinata una metà di essa . Ma la parte dell' as- 
se , eh’ è trai centro della figura ed un’ ordinata, 
si chiamerà Ascissa corrispondente ad essa Ordi- 
nata , o la sua Ascissa . 

10. Scol. Il nome di Ordinata suol darsi be- 
nanche alla metà di tal retta , quando non emer- 
ga qualche equivoco nel ragionamento . E l’ascis- 
sa corrispondente ad un’ ordinata può computarsi 
da un de 1 vertici della curva , o da qualche altro 
punto dato nel medesimo asse , come parrà, con- 
veniente all’ Analista . 

(d) Per centro di una figura curvilinea può 
intendersi quel punto , ove resti divisa in parti . 
fguali ogni (orda , che conducasi per esso i 
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i il. Def. ti. Ciascuna scmiordinata , c la sua 
ascissa diconsi Coordinate : e queste nel nostro 
caso appellatisi rettangolari , per esser retto l’an- 
golo «la esse contenuto i Tali sarebber le rette 
IV M , <d MC ? che costantemente esprimonsi per 
y ed x . 

<j. 12. Def vn. L’ Ordinata all’ Asse , e per lo 
centro di tal curva si chiama Asse minore , o se- 
condario deli’ asse primitivo : il quale per tal con- 
fronto può dirsi Asse maggiore , primario , o prin- 
cipale . 

§. i 3 . Postul. Il semiasse maggiore dell’ Ellisse 
sarà in appresso coslantemeute disegnalo per a, 
e per c il semiasse minore . E vi si porrà mai 
sempre 1’ eccentricità uguale ad e. 

§. li Cor. Si congiungano (Jig .a) i fuochi F, ed 
f della delta Ellisse coll' estremo E del semiasse 
minore CE . Sarà per la 4 - El. i. la retta EF 
uguale all’ altra E f , e ciascuna di esse dovrà n- 
gungl’arc il semiasse maggiore. Dunque sarà a 2 = 
c 2 -f- e 2 : e quindi a? ■ — c 2 = e 3 , ed a 2 — e* — c 3 . 

§. i 5 . Avveri. Qui piacemi d’avvertir chi legge, 
eh’ io con un tessuto puramente algebrico, ed ine- 
rendo a’ principi della Geometria Cartesiana (e) mi 

(e) Il Sig. Montisela ha detto saggiamente 
( Histoir. des Msthem. Voi. 3. pag. 69. ), che 
V Analisi Cartesiana ben diretta ci somministri un 
mezzo quanto facile , altrettanto idoneo a farci sco- 
vrir la natura , le proprietà , ed i sintomi di una 
curva algebrica di qualunque grado. Tutti i Geo- 
metri del secolo trascorso furon dello stesso avviso. 
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son impegnalo di compiere questo lavoro sulle 
curve coniche , qualunque ei sia : proponendo! e 
per ciascuna di esse quella genesi organica , eh’ è 
comunemente da’ Geometri adottata . 

P lt O P. I. PROBL. 

16. Dalla proposta genesi dell' Ellisse ADB 
ricavarne Ì Equazione fra le Coordinate rettan- 
golari CM , ed MN (/?£•. 2 ) . 

Soluz. Pongasi , come si è indicato qui sopra , 
il semiasse maggiore AC=a , il minore CD=c , 
]' eccentricità CF=e , 1 ’ ascissa CM dal centro u- 
guale ad x , e la sua corrispondente semiordinata 
MN==y. Sarà la retta — x, e l’altra 

E sarà quindi il ramo NF=y(/ a -J-(e — x)-) , e 
l’altro 3 \y=:y(/ 3 -l-(e-j-x) a ). E poiché (^.i) dalla 
genesi di tal curva dee esser la somma de’ detti 
rami uguale ali' asse maggiore , sarà ne' loro sim- 
boli 

y^a-f-Ce— x) 2 )-fV0 9 -f (e-f-x) a )=2fl . 

E sterminando i radicali di quest’ Equazione , co- 
me vien prescritto nell' algebrico algoritmo , si 

Ed i Ber nulli , eh' eran Geometri oltremodo inge- 
gnosi , e sapienti , esultavano con trasporto , quan- 
do ad essi riusciva di sciogliere poli' Analisi Car- 
tesiana que' geometrici Problemi , che si sofevan 
risolvere co' metodi nuovi . Si leggano per ciò os- 
servare le Opere di Giacomo t e di Giovanni Ber » 
nulli . 
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avrà un risultalo , che cogli ovvj (a) riducimenti 
può acquistarsi la seguente forma 
a 3 — C 3 „ . 


Ove ponendo per simplicilà di calcolo (i3) la c 3 
in luogo d< a- — e * , si otterrà pei- la data Ellissè 
la seguente Equazione (b) 

y = f3 ) » ° A 

E se piaccia di tradurre 'Coleste due Equazioni ih 
geometrico linguaggio , si avranno i sottoposti 
Teoremi . Cioè 

j t • 

17. Teor. i. Nell' Ellisse il quadrato di ùria, 
qualunque scmiordinuta sta al rettangolo delle 
parti dell'asse •, in che quella il divide , in dupli- 
cata ragione dell' asse minore al maggiore . 

§.18. Teor. ii. E 7 quadrato delia detta scrnicr- 
dinuta manca da quello del semiasse minore per 


(a) Gli ovvj riducimenti , che qui appresso so- 
glio indicare , non sono che il contrarre i termini 
simili di un' Eqnàzione , se pur ve ne sveno : il di- 
viderli per un comun fattore : il trasferire uìio , o 
più di essi dall' un membro all' altro , e simili ele- 
mentari Operazioni . 

(h) Estraendo Ih radice quadra dalla prima di que- 

Ct 

ite due Equazioni otliensi y 3= + -r\ (a a — xx) . 

E ciò vuol dire , che a ciascun ascissa di questa 
curva debban corrispondere due semiordinate ugua- 
li , e contrarle , come la Geometria arcalo di già 
dichiaralo (§.5) . 
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Po quadralo di una retta, eh' è quarta proporzionale 
in ordine al semiasse maggiore, al minore , ed alla 
corrispondente ascissa computatavi dal centro . 

§ 19 Cor. 1. Aggiungasi x' À ad amendue i mem- 
bri dell’ Equazione A ; dovrà risultarne • 

y ^ -\-x- — c- — ~~* C x a 

E (i 4 ) potiendo e 3 per a * — c* , e per il 

quadrato della retta CN , che unisce il centro C 
della data Ellisse coll’ estremo N della detta se- 
miordinata, sarà 



20. Cor. 11. E ciò vuol dire , che il quadra- 
to della retta , che vi cohgiungc il centro dell* 
Ellisse coll’ estremo di una semiordinala , superi 
quello del semiasse minore-, per lo quadrato di una 
quarta proporzionale in ordine al semiasse mag- 
giore , all’ eccentricità , ed all’ ascissa presavi dal 
centro . 

21. Cor. 111. E quindi di tutte k rette, ciré 
cadono dal centro di un’ Ellisse in un quadrante 
<li tal curva, la massima è il semiasse maggiore: la 
minima il miuore ■: e delle altre quella, eh' è più 
d’ accosto alla massima, nè maggiore della più ri- 
mota • 

22. Scol. 1. Nell’ Equazione del Problema 
appajon due facilissime maniere , onde descrivere 
per assegnazion di punti un’ Ellisse , di cui a sia 
il semiasse maggiore , e c il minore . E rispetto 
alla prima ( fg. 5 ) col centro C , e cogl’ inter- 
valli a , c c , si descrivano i due semicerchi DMA, 
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ENF, e da quel mitro ad un punto qualunque M 
nella sejnicrreonferenz«i esteriore conducasi la CM. 
Di poi dal punto RI si abbassi la MR perpendi- 
colare al diametro AD , e per 1’ altro punto N 
segnato dalla CM nella semicirconferenza inte- 
riore si meni la PN parallela al dello diame- 
tro . Il punto P, ove s’ incontrano le rette MR 
ed RiP , dovrassi appartenere ad un' Ellisse , 
clic ha que’ dati semiassi . Impe rocche ponendo 
la CR=x , e quindi (c) la MRrrV^na — arr), sarà, 
per lo parallelismo delle due rette NP , e CD , 
CM : CN " MR : PR, cioè a \ c \\ V(aa — x:r):PR. 

E questa retta sarà uguale a ~^(ua — xx) , cioè 

ad una scmiordinata della richiesta Ellisse . 

In un altro modo men semplice del precedente, 
ma di esso più generale , perché applicabile agli 
altri diametri di questa curva (<!) , può ottenersi 
il medesimo intento . Cioè ( fig. 2 ) descritto il 
semicerchio CKD sul semiasse minore CD dell’ 

• Ellisse addimandata , si compia d' amendue i 
semiassi DC, ed AC il parallelogrammo ACDG , 
e vi si conduca la diagonale CG . Inoltre si 
applichi nel detto semicerchio la corda CK u- 
guale ad una qualunque ordinata MH del trian- 
golo ACG , ed in questa retta tolgasi la MN 
ligualtì alla DK , corda del supplemento del pri- 
miero arco CK . Jl minto N dovrà «nnartenersi 

(c) Prop. 35. LI. 111. 

(d) Nella Prop. PII. si vedrà , onde ciò debb ’ 
avvenire . 
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«d un quadrante dell' Ellisse , che si domanda . 

a3. Scol. ii. I principi eurislici impiegati nel- 
la risoluzione del Problema non son , che questi 
due . Ln sterniiuazione de’ radicali nell’ Equazion 
che ne olire la genesi dell’ Ellisse , e la simplifì- 
caziouc del risultalo . 

PROP. II. PROBE. 

2 {. Duic di posizione la retta HR , e V asse 
sili della data Ellisse ANB, vuol determinarsi , se 
questa curva , e quella retta s' incontrino , ed in 
quali punti . ( fig. 4 ) 

Soluz. Se la retta ÌIR sia parallela all' «sie AB 
della data Ellisse , s' intenderà agevolmente ,* se 
questa curva , e quella retta s" incontrino , ed in» 
colorandosi quali punti vi abbiano esse di comune. 
Ma se la retta I1R convenga col detto asse in un 
punto R , dovrassi a tal uopo praticare il seguen- 
te artifizio . Si chiami t la tangente trigonometri- 
ca del dato angolo MRN ( supponendovi il seno mas- 
simo uguale ad 1 ). E posta la CR=ò, si dinotino 
per x , ed y le Coordinate CM , ed MN della retta 
HR, che si rapporti alla direttrice CR , avente il 
punto C per principio delle x. Sarà la MP.=/> — x. 
Ed essendo MR : JVIN :: Ragg. : Tang. NRM , 
Sarà ne’ loro simboli b — x : jr II 1 : / , e quin- 
ci (a) dovrà esser la y — t{b — *) . Ciò pre- 

(a) Nel prender /’ Equazione ad una retta , la 
quale faccia colla sua direttrice un angolo , la cui 
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tangente , che or ne imprendo a dichiarare . 

§■ 3o. Def vili. La Tangente dell’ Ellisse è una 
retta, che incontra questa curva in un sol punto,' 
e tutti gli altri suoi punti ne restano al di fuori. 

§.3i. S col. Nel contatto di queste due linee s’ 
intendon raccolte in un sol punto le due loro 
intersezioni (26) . Onde con tal concetto , e per 
quel , che ho dimostrato nel Corollario iu.° , 
jìotrà intendersi la possibilità del definito , o per- 
chè mai un solo punto della tangente debba star- 
ne in sulla curva , e gli alni al difuori . Ma pur 
non si divieta agli Analisti il potervi concepire 
due intersezioni come intervallate fra Ipro ad una 
distanza infinitesima , e presso a riunirsi in un sol 
punto . E con questo nuovo concetto potrà am- 
mettersi ciò , eh’ essi dicono concordemente (_/" ) , 
che il contatto equivalga a due intersezioni : che 

(f) È un principio stabilito dall ' Eulero , dal 
Cramcr , e da tanti altri Analisti , che una retta * 
non debba secare una linea di primo ordine , che 
in un sol puuto : eh' ella non po,ssa in piu di due 
punti tagliarne una linea di a.° ordine , quali sa- 
no le Curve Coniche : nè in più di tre punti un' 
altra dì terzo ordine : e cosi più appresso . Onde 
può inferirsi , che il massimo numero delle interse- 
zioni di una rct{a , e di una curva algebrica qua- 
lunque sia quanto il grado dell' Equazione di que- 
sta . Ma ciò non può indistintamente valere pel nu- 
mero de' loro incontri . Imperciocché essendovi de' 
contatti ciascuno di questi punii dee contare per 
due intersezioni . 
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Nè pnò temersi , che una corda di tal curva prò* 
dùcendoci dall' una parte , o dall' altra la incon- 
tri altrove . 

a8. Cor. jV. Se due linee si rapportino ad 
Una medesima direttrice , ed abbian quivi un me- 
desimo principio (e) delle ascisse x , cui sien nor- 
mali le ordinale y ; le loro Equazioni limitale ad 
un dì que’ punti , ove le dette linee s’ incontrano, 
dovran considerarsi come due Equazioni a due 
ignote . 

§• 29. Scol. L' eliminazione della y dalle due 
Equazioni A , e B è il princìpio regolatore del- 
la precedente soluzione : ed ^lla ne dovrà gui- 
dare la seguente , c con tcnervisi anche conto di 
due radici uguali , come 1' esige la natura della 

(e) Queste Coordinale da variabili , che l' erano , 
diventano determinate mercè la combinazione dil- 
le proposte locali , cioè della retta RH , e deli' E l- 
* lisse AQN . Ma un' altra cosa vuol esser da' gio- 
vani avvertita : ed è , che sebbene l' Analisi del 
Problema siasi diretta ad indagare uno di questi 
punti ; ella nondimeno vi comprende i rimanenti : 
per esser sì questi , , che quello similmente condi- 
zionati . Sulla qual cosa eccone un' elegante dot- 
trina del sommo Newton . Lem. 28. Princ. Math. 
Nam si intersectioncs illae scorsimi quacranlur , 
quoniam cadem est omnium lex , et conditio , 
idem erit calculus in casu unoquoque , et pro- 
pterea cadem semper erit conclusio ( acquatto ) , 
qnae igitur debet omnes iaterseclioues simul com- 
piteti « 
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di due curve avvenir suole , che il numero delle 
radici reali della detta Equazione non vi pareggi 
quello delle intersezioni . 

§. u 5 . Cor. i. L* Equazione D avrà le sue ra- 
dici immaginarie , se mai si avveri esserne il qua- 


dralo del fratto- 


t 3 a 3 b 


minore 


di 




Ca'-j-c 3 a 2 t“- |-c a ’* 

O , spingendo il calcolo più oltre , se la t sia 
c 

maggiore (d) di —7 — j . Ed in tal caso la 

VV' — 

retta HR non potrà in alcun punto incontrare la 
sottoposta Ellisse AJVB . 

26. Coi. ji. E se le radici dell' Equazione D 
non solamente sicn reali , ma pur anche uguali 
( lo che deesi verificare , se il quadralo del primo 
degli anzidelti fratti pareggi l’altro ), le due inter- 
sezioni Q ed IV dovran raccorsi in un sol punto . 

27. Cor. in. Se due Equazioni contengano 
due ignote , ed una di esse sia quadratica , c 
1’ altra lineare ; necessariamente dee esser di se- 
condo grado quella , che si ricava eliminandone 
una delle già dette ignote . Dunque niuna retta 
può segar mai un’Ellisse in più di due punti . 


(d) Nel Cor. 2. Prop. III. si vedrà esserne il 
frutto c : V(^ 2 — a 2 ) la tangente di quell' angolo , 
che dee fare coll' asse , e nel punto 11 la retta , 
che tocchi la sottoposta Ellisse . Onde ognuno do- 
vrà intender colla luce della Geometria ciò , che 
V Analisi quassù n esprime \ cioè che non potrà 
incontrar ! Ellisse una retta , la quale siane al di 
sopra della RE . ( fg. 5 . ) 


\ 
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le Sole , che appartengonsj a' punti iT intersezio- 
ne : qltrimeijte 1’ una linea sarel'hesi coll’altra im- 
' tnedesimala . Ma qui sopra si è eliminala la y dal- 
le due Equazioni A , e B : c ciò non può aver 
luogo , che supponendola di un medesimo va- 
lore in esse Equazioni . Dunque col magistero 
di detta eliminazione il calcolo ha dovuto restrin- 
gersi alle sole coordinate de’ punti d’ interse- 
zione : quasiccbè le due locali A , e B fosscr di- 
venute due ordinarie Equazioni a due ignote , ed 
otte a produrne 1’ Equazione finale D . E perciò 
ìe radici di questa Equazione , se pur esse sien 
reali , dovran dinotarvi le ascisse , che corrispon- 
dono alle ordinate pe' richiesti punti d’ interse- 
zione . 

Intanto si chiamino a, c fi coteste due radici, 
cioè i valori delle due ascisse CM, e CP; saranno 
le loro ordinate, che però appartengaci alla retta 
IIK , rispettivamente hguali a t(b — a) , e t(b — /3) . 
Ma le a, c (ì si son supposte reali . Dunque di 
lai natura saranno i valori delle ordinate MN , e 
PQ . E quindi alle radici reali a, e /3 dell’ Equa- 
zione D corrispondono due vere , e reali interse- 
zioni dell’Ellisse ANB, e della retta liR (c) . Nò 
quindi potrà temersi ciò, che nella combinazione 

(c) Se La Linea 11Q1I fosse lina curva , talché 
ima sua scmiordinata QP esprimasi per la radice 
quadrala , biquadrato , ec. di un Pulimonio , il 
quale contenga L' ascissa x , e grandezze costanti ; 
può benissimo avvenire , che per certi valori reali 
della x quella ne diventi immaginaria . 
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le sole , che apparlengonsi a' puuli d' intersezio- 
ne : allrimente 1' una linea sarchbesi coll'altra im- 
medesimata . Sia qui sopra si è eliminata la y dal- 
le duo Equazioni A , e B : c ciò non può aver 
luogo , che supponendola di un medesimo va- 
lore in esse Equazioni . Dunque col magistero 
eli «letta eliminazione il calcolo ha dovuto restrin- 
gersi alle sole coordinate de’ punti d’ interse- 
zione : quasiché le due locali A , e B fosser di- 
venute due ordinarie Equazioni a due ignote , ed 
atte a produrne 1’ Equazione finale D . E perciò 
le radici di questa Equazione , se pur esse sicn 
reali , dovran dinotarvi le ascisse, che corrispon- 
dono alle ordinate pe' richiesti punii d' interse- 
zione . 

Intanto si chiamino et, c fZ cotesto due radici, 
cioè i valori delle due ascisse CM, c CP; saranno 
le loro ordinate, che però appartengansi alla retta!' 
1IR , rispettivamente uguali a <(/> — et), c t(b — /3) . 
Ma le a, e CZ si son supposte reali. Dunque di 
tal natura saranno i valori delle ordinale MiY , e 
PQ . E quindi alle radici reali a, e dell’ Equa- 
zione 1) corrispondono «lue vere , c r«-ali interse- 
zioni dell'Ellisse Ai\B,e della retta llK (e). 3Sé 
potrà poi temersi ciò, «he nella combinazione 

(c) Se la linea RQH fosse una curva , talché' 
ciascuna ordinata QP esprimasi per la radice 
quadrata , Inquadrala , ec. di un Polimonio , il 
quale contenga /’ ascissa x , e grandezze costanti ; 
può spesso avvenire , che per certi valori reati 
della x quell' ordinata diventi immaginaria . 
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di due curve avvenir snoie , che il numero delle 
radici reali dell' emergente Equazione non vi pa- 
reggi quello delle intersezioni . 

tj. a 5 . Cor. 1. L' Equazione D avrà le sue ra- 
dici immaginarie , se mai si avveri esserne il qua- 

, , , „ t'a'b . .. t'a-b'—a'c* 

arato del tratto — — — — minore di — — 

fa"-\-c 2 Ca -j-c a 

O , spingendo il calcolo piu oltre , se la t sia 


maggiore (d) di 


y (b*—a*) 


. Ed in tal caso la 


retta HR non potrà in alcun punto incontrare la 
sottoposta Ellisse ANB . 

26. Cor. 11. E se le radici dell’ Equazione D 
non solamente sien reali , ma pur anche uguali 
( lo che deesi veriGcare , se il quadrato del primo 
degli anzidelti fratti pareggi l'altro ), le due inter- 
sezioni Q ed N dovran raccorsi in un sol punto. 

27. Cor. in. Se due Equazioni contengan 
due ignote , ed una di esse sia quadratica , e 
1’ altra lineare ; necessariamente dee esser di se- 
condo grado quella , che si ricava eliminandone 
Una delle già dette ignote . Dunque ninna retta 
può segar mai un’ Ellisse in più di due punti . 


(d) Nel Cor. 2. Prop. III. si vedrà esserne il 
fratto c : \ (/>* — a 5 ) la tangente di quell' angolo , 
che dee fare coll' asse , e nel punto R la retta , 
che tocchi la sottoposta Ellisse . Onde ognuno do- 
vrà intender colla luce della Geometria quel , che 
V inalisi quassù n esprime : che una retta , la 
quale siane al di sopra della RE , non possa in- 
contrar mù la data Ellisse . ( fig . 5 . ) 
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E nè tampoco può avvenire, che una corda di 
tal curva producendosi dall' una parte , o dall’ al- 
tra ne incontri altrove il perimetro . 

§ a 8 . Cor. iv. Allorché due linee si rapportino ad 
una medesima direttrice , ed abbian quivi un me- 
desimo principio (e) delle ascisse x , cui sien nor- 
mali le ordinate y , le loro Equazioni limitate ad 
Un di que’ punti , ove !e dette linee s’ incontra- 
no , dovran considerarsi come due Equazioni a 
due ignote . 

§. np. Scol. 1/ eliminazione della y dalle due 
Equazioni A , e fi è il principio regolatore del- 
la precedente soluzione : ed ella ne dovrà gui- 
dare la seguente, e con tencrvisi anche conto di 
due radici uguali, come 1 " esige la natura della 


(e) Queste Coordinate da variabili , che Veruno , 
diventano determinate in virtù della combinazione 
delle proposte locali , cioè della retta RH y e dell ' 
Ellisse AQN. Ma un' altra cosa dee esser da' gio- 
vani avvertita : ed è , che sebbene V Analisi del 
Problema siasi diretta ad indagarne un solo di questi 
punti ; ella nondimeno vi comprende anche i rima- 
nenti : per esser sì questi , che quello similmente 
condizionati . Sulla qual cosa ecconc un' elegante 
dottrina del sommo Newton. Lem. 28 . Princ. Math. 
IS’am si intersectiones itine scorsim quaerantur , 
quoniam cadem est omnium lex , et conditio , 
idem erit calculus in casti unoquoqne , et pro- 
pierca cadem semper erit conclusio ( acquatto ) , 
quae igitur debet omnes intersectiones simili com- 
pietti . 
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tangente , che ora imprendo ad illustrare . 

3o. De/, vin. La Tangente dell’ Ellisse è una 
retta, che incontra questa curva in un sol punto, 
e tulli gli altri suoi punti ne restano al di fuori. 

§.3i. Scol. Nel contatto di queste due linee s’ 
ìntcndon raccolte in un sol punto le due loro 
intersezioni (26) . Onde con tal concetto , e per 
quel , che ho dimostrato nel Corollario m.° , 
potrà intendersi la possibilità del definito , o per- 
ché mai un solo punto della tangente debba star- 
ne in sulla curva , e gli altri al difuori . Ma pur 
non si divieta agli Analisti il potervi concepire 
due intersezioni come intervallate fra loro ad una 
distanza infinitesima , c presso a riunirsi in un sol 
punto . E con questo nuovo concetto potrà am- 
mettersi ciò, eh’ essi dicono concordemente (/) , 
che il contatto equivalga a due intersezioni : che 

(/"■) È un principio stabilito dall' Eulero , dal 
Cramer , e da tanti altri Anulisti , che una retta 
non debba secare una linea di primo ordine , che 
in un sol punto : eh' ella non possa in più di due 
punti tagliarne una linea di a. 0 ordine , quali so— 
no le Curve Coniche : nè in più di tre punti un' 
altra dì terzo ordine : e così più appresso . Onde 
può inferirsi , che il massimo numero delle interse- 
zioni di una retta , e di una qualunque curva al- 
gebrica sia quanto il grado dell'Equazione di que- 
sta . Ma ciò non può indistintamente valere pel nu- 
mero de loro incontri . Imperciocché , essendovi de' 
contatti , ciascun di questi dovrà contare per due 
intersezioni . 
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/ 

quivi le due ordinate sieno uguali : che vi sieno 
altresì uguali le loro ascisse : ed altre cose affi- 

ni , che potrnn regolarci nella ricerca de’ contatti 
delle curve algebriche, delle loro osculazioni , del- 
la natura dell* Evolute , delle Caustiche per ri- 
flessione o per rifrazione , ed in risolvere tanti 
altri Problemi di una consintil natura . 

§• 3a. Def. ir. Quella parte dell’ asse , eh’ è tra 
una tangente dell’ Ellisse , e 1’ ordinata condotta- 
gli per lo contatto , suol dirsi Sottangentc . 

33. Def. x. E quell’ altra parte del medesimo 
asse , la qual tramezza 1’ ordinata per lo contatto, 
e la normale elevata alla tangente dal contatto , 
si dice Sunnormale . 

La retta RE sia tangente dell’Ellisse AEB, (yJj'.S) 
c dal punto E del contatto si elevi la EV perpen- 
dicolare alla detta tangente , e poi si ordini la ED 
all' asse AB di tal curva. La retta RD ne sarà la 
Sottangente , e la DV la Sunnormale . Intanto la 
prima di queste due definizioni è adattabile agli 
altri diametri dell’ Ellisse , de’ quali si parlerà 
più appresso , e 1’ altra dee ritenersi pe’ soli assi. 
E tutte dovran poi in simil guisa appartenere al- 
le altre due curve Iperbole , e Parabola . 

P R O P. III. P R O B L. 

34- Data V Ellisse AEB , tirarle una t an- 
dai dato punto R , che stia nell' asse prodotto di 
tal curva . ( fig. 5 . ) 


iSolust Suppongasi esser la RE la tangente ad» 


✓ 
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dimandata T c la DE la scmiordinata per lo con- 
tatto . E poi si ponga la sottangente RD=»> , la 
semiordinata DE==y , la distanza del Centro C 
dell' Ellisse dal punto R, cioè la CR=ò : e la 
tangente trigonometrica dell’ angolo R , clic qui 
è una grandezza ignotu , si chiami t . Sarà 1’ a- 
scissa C D ~/> — v , e dovrà («) esser la ysztv . Ciò 
posto si elimini la y dalle due Equazioni 


tv, ed y'= c a 


-7 


la prima delle quali appartiensi alla retta FE , e 
l'altra (16) è all’ Ellisse AEB . Si avrà la se- 
guente Equazione 


r-v-= c a — » , 

che ordinata rispetto all’ ignota v si cangia in 
quest’ altra 

2Òc* , ò a — a* 

+ 73 3 I ~i c = ° 


/ a « a -J-0 


,2 


t*a 2 


+ 


le cui radici deggion essere tra se uguali per la 
natura della tangente RE (3i) . Ma per 1’ equa- 
Ji Là delle dette radici l’ ignota v 1’ è quanto la 
metà del coefficiente del 2°. termine affetto di 
segno (/>) contrario . Dunque sarà 

bc % „ 

v — „ 4 — o • • • • t 1 

/*a a -fc* 

È moltiplicando per v quest' ultima Equazione , 
e poi sottraendola dalla F , si avrà un residuo , 
clic , come l*en si vede , può dividersi per la fra- 


(a) Vedi la nota («) Prop. prec. 

(b) Per la Teoria delV Equazioni algebriche . 
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zione c % • Onde n’ emerge la sottangcnto 

v—(b % — u'y.b , c quindi 1’ ascissa CD , eli' crasi 
disegnata per b — v , diverrà uguale ad a":b . 

tj. 35. Teor. In qualunque punto dell' Ellisse 
conducasi una tangente , l'è sempre di una costante 
grandezza il rettangolo dell' ascissa corrispondente 
all' ordinata per lo contatto , e dèlia rnedesi/na 
ascissa accresciuta della sottungente : , cioè quanto 
il quadrato del semiasse . ■ 

§. 36. Cor. 1 . Se per lo punto D si ordini la 
EDe all’ asse AB della data Ellisse , la congiunta 
RE dovrà incontrare la delta curva nel solo pun- 
to E ; restandole al di fuori di essa tutti gli al- 
tri suoi punti (c) . E per tal ragione ella dovrà 
esser la tangente addimandata.. E lo ytcsso in- 
tendasi per 1’ altra retta Be , che si. congiunga . 
ì 37 . Cor. u. Se vogliasi determinare 1’ altra 

(c) Quando si son supposte uguali le radici dell' 
Equazione F, eh' è di secondo grado , vi si deggivn 
concepire due prossime intersezioni della retta RE, 
e dell' Ellisse AEB . Onde tutti i punti della RE, 
tranne il solo E , dovranno stare fuori della ctlr~ 
va ( §§. 27 . 3i. ),. E sarebbe una superfluità il 
voler precishmente ciò dimostrare . Come par , che 
l' avverta l' insigne Cramer co' seguenti detti pagi 
/Joi. Introd. a l'Analys. des lignes courb. La tan- 
gente est censèe rencontrerén detix poinls la cour- 
be, qu’clle touclie . • . car si elle la rencontfoit eu 
un autre point, elle seroit censèe la rcncontrer trois 
fois . Lo che ripugna ad una linea di a°. ordine , 
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pilota t , per indi conoscer la posizione della 
tangente all’ asse della curva , dovrà porsi nell’ 
F ([nazione G il fratto (A 3 — a") /> in luogo della v. 
E con tali grandezze maneggiando la della Equa-' 
zinne si troverà esser la 
' c 

* =* y(6=_^) 

38. Cor. ni. Nel dato plinto E del perimetro 
ellittico AEB gli si debita condurre la tangente 
Per ciò ottenere si tiri per E 1* ordinata ED , 
e poi si prenda nell’asse BA la CR terza pro- 
porzionale in ardine all’ ascissa CD , ed al se- 
miasse CÀ . La congiunta RE sarà la tangente 
richiesta : e ciò per 1’ anzidetto Teorema può di- 
mostrarsi . * 


§. 3g. Scoi. L’ Equazione F avendo le due ra- 
dici uguali potrà moltiplicarsi per la progressione 
aritmetica o , ì , a , termine per termine (d ) . E 
si facendo, dovran restarvi uguali a zero gli ultimi 
due termini della detta Equazione , dal riduci- 
mento de’ quali si otterrà vz ~(b' 1 — a 3 ):6 , e quindi 
CD=ò — vzzza^-.ò. E, se collo stesso metodo voglia 


(d) Di questo metodo ue slum debitori all' inge- 
gnoso IJudden de Reduct. JEquat. : ed i più accu • 
rati Jnslitutisti il sogliono rigidamente dimostrare . 
Or sebbene un lui metodo , che ho qui adoperato , 
e quell ’ altro , che ho seguilo nel Problema , ab- 
biano differenti orditure ; essi non per tanto con- 
vengono nel determinarci l ignota v indipendente- 
mente dalla t, che V è anche un' ignota , ed insiem 
con quella rinvienti nell' Equazione F del_ §. 34. 
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rinvenirsi la f , si dovrà moltiplicare 1' Equazione 
F per r altra progressione a , 1 , o , eh’ è retro- 
grada della prima . E risultandone 


bc- 

Intanto 


sarà linaloi. t=- 


b 7 V(6 a — a 2 ) 

per potere osservare a quale verità 
geometrica quest’ analitico risultato corrisponda , 
si chiamino x , ed jr le coordinate del punto E 


- . a . a 

del contatto; sarà £== — , e (35) quindi b = — j- . 

Sicché sostituendo nell’ Equazione H colesto valore 
della A*, n’ emergerà , fatte le consuete riduzioni , 


ex c a x 



Ove deesi avvertire , che nell’ ultimo risultato 
si è posto il valore di V(a 3 — x 3 ) preso dall’ E- 
quazione A Prop. 1 . Per la qual tosa essendo 

l : - :: c a : o a , sarà 

y 

Tang.ERD : Cot.ECD t; c a : a 3 . 

Lo che in appresso sarà da altri principi de- 
dotto , e convenevolmente espresso , ed appli- 
cato . 


PROP. IV. P R O B L. 

4o. Dato il punto K , che non istia sulla 
data Ellisse AEB , nè a diritto coll' asse di tal 
curva , condurle per esso una tangente , ( fig. 5. ) 

Solux. Sia ER la desiata tangente , la quale 
passi pel dato punto K. , incontrandone in R 
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1* asse BA di una tal curva : e da’ punti K , 
ed E si abbassino al detto asse le perpendieolari 
KQ , ED. Inoltre pongasi la CR = v, e si dino- 
tino per b , ed h le coordinale CQ , QK del da- 
to punto K ; saranno le coordinate dell' ignoto 
punto E , cioè le CD , e DE rispettivamente u- 

guali ad — , e yYv 3 — <*’) • Delle quali cose 

V V • 

la prima è notà per lo 35. , e I* altra per la 
Propos. prima , ponendovi nell’ espression del- 
la semiordinata in vece delle x il fratto aa.v , 
Finalmente sarà RQ = RC — CQ = v — b , ed. 
RD = RC — CD = ( vn — aa) : v . E sarà quin- 
di il rapporto di RD a DE uguale a quello di 
^(v® — in 3 ) a c , come ne appare dalle loro espres- 
sioni Ciò posto , per la similitudine de' trian- 
goli rettangoli RDE , RQK , sta RD : DE 
RQ : QK , e con ciò RD 3 : DE® :: RQ 3 : QK®. 
Dunque ne’ loro simboli avrassi 
v 3 — a®:c®;t (v— A)®:/»®, ed /» 3 (v 3 - — a 2- )sac 3 (v — ò)® ... H 
Or quest' Equazione essendo di 2 °. grado , pe’ 
precetti dell’ algoritmo volgare si potran facil- 
mente ottenere i valori numerici della e, e I’ esi- 
bizione geometrica di essi . E queste due cose po- 
trebbonsi comodamente tralasciare , perchè assai 
note , e perché il medesimo Problema per la 
Teoria de’ diametri più giù risolvo . Ma una 
Breve costruzione , che mi è riuscito d’ attigner 
dall’ addotta analogia (a) , merita di esser qui rt~ 

(a) E un dovere di chi analiticamente risolve 
un geometrico Problema il darne con precisione 
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cala , e proposta in forma di Teorema . AI che 
anche Ja ragion di metodo m’ induce . 

»§• 4 ». Tbor. Se la QK , distanza del dato pun~ 
to K. dall' asse della data Ellisse , producasi in. 
P , sicché stia QK a QF , come l' asse minore al 
maggiore , e dal punto F si conducano le due tan- 
genti FG , Fg- al cerchio circoscritto alla detta 
Ellisse j quelle due tette dovran segnare nell' asse 
di questa curva i due punti R , ed r , talché le 
rette , che li congiungono col punto K , ne tiescon 
tangenti all' Ellisse . 

l' analitico risultato , e poi costruirlo con eleganza . 
Poiché la prima cosa conviensi alla natura della 
soluzione , e V altra a quella del soggetto , che 
V è una grandezza continua. Ed a ciò pur che al- 
luda il Sommo Eulero quando per simili Problemi 
cosi ragiona : unde quieunque valores prò quan- 
titalibus cognitis fueriiit assumpti , pey calculum 
r.umcricum valor ipsius incognitae facile assigna- 
bilur . . ... Verum quia hoc Problema est geo- 
tnctricum ,• non tarar calcu bis numericus , quam 
constructio geometrica desiderari solet . Jet. Acc d 
Petrop. an. 1790. Intanto il presente Proble- 
ma risoluto colla Geometrìa analitica de' moder- 
ni ci offre la seguente Equazione (a"À s -j^c 2 6 i )j: a 
• — ■ ia*c*bx a* (li* — c 2 )-=o-, eh' è di H assai più 

difficile , e di una tediosa , e greve construzionc . 
Ma potrà concedersi ad i che coltivi questo me- 
todo, che divisa l' unità della soluzione ne lusci il 
risultato senza eonstruzione y e che altrove , e per 
altre teorie vi rilevi i punti soddisfacenti ? 
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• Dimostr. Imperocché essendo QK a QF , come 
CL a CA , o a CG ( intendendosi congiunto il 
raggio CG ) , sarà permutando QK a CL , come 
QF a CG , o come RQ ad RG pe’ triangoli si- 
mili RGC , RQF ; ed RG 2 : RQ 2 :: CL 2 : QK 2 . 
E (póndi ne’ simboli di queste grandezze sarà 
e 2 — a 1 : (v — à) 2 ;; c 2 : /i 2 . E nascendo 1’ Equa- 
zione H da quest' analogia , la CR le sarà soddis- 
facente . Nello stesso modo e per la similitudine 
degli altri due triangoli rgC ed rQF, ove siasi con- 
dotto il raggio Cg, potrà dimostrarsi , che alla me- 
desima Equazione II sia soddisfacente la Cr. Dun- 
que le tangenti menate da’ punti R ed r a’ rami el- 
littici AL ed AS dovran passare pel dato punto K. 

4-1. Cor. Due tangenti si posson tirare ad 
u n’ Ellisse da ciascun puu|o preso fuori di essa . 
E ’l rapporto loro sarà esibito nel seguente capo. 

P R O P. V. P R O B L. 

§. 43. Data V Ellisse AEB, determinarvi il rap- 
porto della sunnormale YD alla CD ascissa dal 
centro . ( fg . 5. ) 

• Solui. Si ponga il semiasse maggiore AC=a , 
il minore CL=c , e 1’ ascissa CD=x ; sarà (35) 
la CR=aa:x , e la soltangeute RD=CR — CD=; 
(a 1 — x 2 ):x . E dovendo essere per la 8. El. VI. 
le tre rette RD , DE , VD continuamente pro- 
porzionali , saran (16) tali le loro espressioni 
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c i 

E dovrà risultarne la sunnormale VD = — x. Cioè 

or 

§. 44* Teos. Nell' Ellisse la sunnormale sta al- 
la corrispondente ascissa computatavi dal centro , 
in duplicata ragione dell'asse minore al maggiore. 

Aum. ( fig, 6 ) 

§. 45. Questa indagine poteva eseguirsi indi- 
pendentemente dal valor della Sottangenlc , ed 
alla maniera Cartesiana , clic qui delibo a’ giovani 
dilucidare . Da un qualunque punto G preso nell’ 
asse della data Ellisse conducasi ad un altro pun- 
to M di essa curva la GM , e col centro G in- 
tervallo GM si descriva un cerchio , clic inter- 
sechi quella curva in M , m , etc. 9 onde sieno 
MN , mn , etc. le semiordinate all’ asse per que’ 
punti . Inoltre pongasi 1' ascissa CN=x , la 
sua scmiordinata MNzry , la GM=j , e la 
GC—v . Sarà la GN=CN — CG=x — v r Inol- 
tre per lo triangolo rettangolo GNM dee essere 
MN*=MG* — GN*=z* — x* — v*-\-ivx: e per la 

natura della data Ellisse è poi MK 5 =c 5 x 3 . 

1 a 3 

Dunque dal pareggiamento di questi due valori di 
MN* , sì^avrà la seguente Equazione 

c" 

S* X* V*4-2VX=C* — r-X 1 . 

' a 3 

Che ordinala rispetto ad x diviene 

- 9aI *’ _ _ V 

x* x — =0... K 

u‘ — c* 

Ciò premesso, si supponga rimaner fisso il cen- 
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tro G del mentovato cerchio , e continuamente 
raccorciarsi il suo raggio , finché le due sezioni 
M ed m si raccolgano in un sol punto . In tal 
caso la retta GM diverrà normale della data El- 
lisse nel punto M : e le due ascisse CN , e C» 
radici dell’ Equazione K si faranno ugnali . Dun- 
que per le algebriche teorie ciascuna di esse vi 
di verrà uguale alla metà del coefficiente del se- 
condo termine affetto di segno contrario . Cioè 
dovrà esser la 


x — 


a?" . ,. a- 

, e quindi v — 


a * — c-* ” a* 

Ed essendo la GN uguale a CN — CG , cioè ad 
x — v , cotesta sunnormale GN dovrà uguagliare 

, come si è qui sopra rilevato, 

46. por. 1 . Il quadralo della normale EV , 
{fig. 9 ) che pareggia la somma de’ quadrali della 
sunnormale DV e della semiordinata ED , dovrà 
eguagliare il sottoposto trinomio 


c*x* 


+ c * — ' 


c * 

a 




E , ponendo in esso la e* per a 9 — c 9 , e poi e- 
straendovi la radice quadrata m sarà la normale 


EV=-vV- 


) 


fj. 47- Cor. u. Si unisca la retta CE , c si 
chiami 0 1’ angolo ECD . Sarà pe' triangoli ret- 
tangoli DCE, DVE, che lian di connine il cateto 
DE, Tang.ft : Tang.EVD ;; DV : DC ” c».«\ 
E con tal proporzione s’ intenderà qual sito abbia 
la normale EV coll’ asse AB della data Ellisse , 
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48- Cor. in. E chiamando <p 1’ angolo ERD 
complemento dell' altro EVD , la precedente ana- 
logia si cangerà in quest’ altra 

C* 

Tang.0:cot.$> :;c*:a 3 , onde sarà Tang.0 = — cot.p 

Nel Problema , che segue , s' incontra per altre 
■vie la medesima importantissima Equazione , che 
si è anche divisata nel §. 39* 

§. 49 . Scol. 1 . L’ ignota di un’ Equazione qua- 
dratica , -che ha le sue radici ugupli , c quanto la 
metà del coefficiente del secondo termine affettò 
di segno contrario. Or questa verità analitica ele- 
mentare n è stata il regolo della soluzione del 
presente Problema , e del Problema III. 

5 o. Scol. 11. Il primo impegno di colui , che 
colla face della Geometria , o dell’ Analisi va spe- 
culando ciascuna di queste tre curve , egli è certa- 
mente il conoscer la natura , e’1 sito di quella li- 
nea , che vi passa pc’ punti medj delle corde 
parallele . Or 1 ’ asse maggiore di un’ Ellisse , co- 
me 1’ ho dimostrato nel principio di questo capo , 
si conduce pe’ punti medj delle applicale , che gli 
son perpendicolari . Ed in un altro sistema di 
corde parallele qual sarà ma. la linea , in che » 
punti medj di esse si allogano ? Questa ricerca si 
esegue nel seguente Problema: ed ella non s. re- 
stringe all’ indicato oggetto , come parrebbe a ta- 
luno ; ma mirabilmente ci discovre le molUplmi 
proprietà de’ diametri di tal curva : e ci è di nor- 
ma in altre indagini più scabre . Come può ve- 
dersi nel seguente Capo . 



38 
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P R O P. VI. PROBL, 

§. Si. Data l' Ellisse ADB , ritrovar la linea , 
che passa pe' punti medj delle sue corde M m , 
MV , etc , che sien parallele tra loro . ( Jìg. ) 

Soluz. Dagli estremi M , ed m di una qualun- 
que delle dette corde, e dal suo punto medio O si 
abbassino all’ asse AB della data Ellisse le per- 
pendicolari MN , mn , ed OR . E posta , come 
qui sopra, la CA=<z , e 1’ altra CDrzrc , si faccia- 
no CR=v , RO=z , e CN=w ; le quali tre gran- 
dezze , come ben si vede , sono indeterminate . 
Sarà la RN=CN — CR=rw — v . Ed esprimendo 
per i> 1’ angolo VMO , cioè quello , die farebbe 
coll’asse ciascuna delle dette corde, si dinoti pei* 
h la sua tangente trigonometrica, postovi il raggio 
uguale ad ì ; dovrà (n) esser la V O —h(u — v) , e 
quindi la MN , eh’ è quanto OR — VO , sarà ugua- 
le a z-f-A(i> — u) . E poiché per la natura dell’ 

Ellisse ADB è MN a = CD 3 ( ^~ . CN 3 , si 

LA 3 

avrà ne' simboli di queste grandezze la seguente 
Equazione 

h"oi " — (z-f-A»>) 3 =e 3 , 

che ordinata rispetto ad w trasformasi in quest'allra 

„ ìha^z+hv) a 3 c 3 — u-(z-\-liv) a 

ÙJ “ ' ii - ' " ■ tt] -*V 

A 3 « 3 +c 3 A 3 « 3 +c* 

(a) Fedi not. (o) Prop. II. 
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. Ciò posto , il coefficiente del secondo termine 
dell' Equazione A preso con segno contrario dee 
pareggiarvi la somma delle radici , che son le 
CN , e Cn. Dunque la metà di quello sarà uguali» 
alla semisonama di queste : cioè ( b ) dovrà essere 

ha~(z-\-hv) 




— CR=v. 


E, praticando gli ovvj riducimenti in quest’ ulti- 
ma Equazione , si vedrà risultarne ha 7 z — c 7 v % 
e con ciò 

c’v z > 

z — , ovvero — : — :: c" 1 : a 1 . , . . . B 

ha* v h 

§. 5a. Teor. Nell'Ellisse la linea , che passa pe' 
punti medj delle corde parallele , l' è una retta di- 
stesa per lo centro della figura , ed inclinata all' 
asse per un angolo , la cui tangente sta alia co- 
tangente di quel? altro angola , onde ciascuna 
delle dette cofde inclinasi al medesimo asse , in dq 7 
plicata ragione dell' asse minore al maggiore . (c) 

§.53. Cor. i. Se una delle anzidetto corde inten- 
dasi fluire con moto a se parallelo verso 1’ un de’ 
duo archi , eh' ella vi sottende ; sarà chiaro dalle 
precedenti cose (3i) , elio questa r^lta fluente vi 
debba divenir tangente, quando le due intersezio- 
ni di essa retta , c, della curva raccolgansi in un 
punto . Dunque lo cordo Wm, Ma’, etc. dell?EU 


(b) Le tre rette GN, , e C n sono aritmetica - 
metti e proporzionali : onde sarà CN-f-CnrssCR . 

(c) La primp parte di questo Teorema nas^e 
dall' Equazione B , e V altra dall' analogia , che 
vi si osserva . 


3 
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lisse ADB dovranno esser parallele alle tangenti 
condottele per gli estremi della retta F G , che 
passa pe’ punti medj di esse . E da questa dot- 
trina potran congegnarsi le seguenti definizioni . 

$. 54 . Def xi. Ogni corda dell’ Ellisse , che 
vi traversa il centro , 11’ è un diametro . Ei tien 
per ordinate quelle altre corde di questa curva , 
che son parallele alle tangenti condottevi pe’ suoi 
estremi . E le parti del diametro , che le dette 
ordinate vi troncano insino al centro , si chiaman 
le loro ascisse . Finalmente ciascuna semiordinata, 
c la sua ascissa si dicon benanche Coordinate. 

$. 55 . Cor. 11. Si tiri il semidiametro CL pa- 
rallelo alle ordinate dell’ altro CF . Ed , abbas- 
sata la LK perpendicolare all’ asse AB , pon- 
gasi CL— 7, CK=jr, LKz=y, 1 ’ angolo BCL=<J> , 
sen , e cos.$>=n ; sarà Tang.ip , eh' evasi e- 

spressa per h , uguale ad — E dovendo essere 


m : n ;; LK : CK ;; y : x , sarà y = . In- 

n 

tanto si surroghi questo valore della y nell' Equa- 

nPoPc* 

zione A del Probi. I. Si avrà x 2 = — — — “• 

Ed essendo per le nozioni trigonometriche 
n : 1 :: CK 9 : CL* :: X 9 : y* , sarà 

y 9 = C 

m 9 a a ^-»*c 2 

{J. 56 . Cor. 111. Nel §. 19. si è valutato il semi- 
diametro CL dall’ ascissa corrispondente al suo e- 


stremo L: proponendo si esser CL*= c 1 -j- 




a ' 
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Ora piu acconciamente il si valuta per la stia 
posizione coll’ asse della data Ellisse , e colla re- 
gola , che ho stimato dover qui astrattamente 
enunciare . 

§. 5j. Cor. iv. Il numeratore del fratto , che n' 
esprime il quadralo di un semidiametro , è il pro- 
dotto fle' quadrati del semiasse maggiore , e del mi- 
nore . IL denominatore vi contiene la somma de' 
detti quadrati \ ma il primo di essi deesi moltipli- 
care per lo quadrato del seno , e l' altro per quello 
del coseno dell' angolo , onde il dello semidiametro 
inclinasi aW asse della figura . 

§. 58. Cor. v. Inoltre si chiami 0 l'angolo ACF, 
di cui p siane il seno , e q il coseno , e pongasi 
)1 semidiametro CF=a . Sarà per lo Cor. prec. 




D . 


Ma in virtù del rapporto , che si è dimostrato 
nel §. 5a. tra la Tang.6 e la Cot.£ , potrà recar- 
si ad a* un’ altra più comoda espressione . Cioè 

(J.5o. Cor.yi. Essendo Tang.0= — , c Cot q>— ~ 

q m ’ 

sarà !L : li • ; c*: a -1 , c quindi ■ /i— c 4 :a 4 (d) 

q m 1 — p‘ m* 

E , se riducasi in Equazione la seconda analogia 

per rinvenirne la p 3 , si avrà 

1 _ *— M *" 4 


P* ~ 


n*c 4 




m a « 4 -f-n c 


(d) Ognun s'avvisa , che qu) sopra intendasi citato 
lo stesso tj. 5a. : clic siensi quadrati i termini dell’ 
addotta analogia ; e che per q' siasi posto i — /»*• 
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Finalmente si procuri di sostituire in D cotesti 
Talori delle />*, e q~, sarà 


,V« 


w 2 u 4 -j-n 4 c 

m s a"-j-n' J c 2 


60. Cor. vn. Ed essendo pe’ principj della 
Trigonometria sen.(ip-|-fl) ~ mq -f- «p, sarà co’ re- 
cati valori delle p , c q \ 

. m a a 5 4-re a c a _ 

scn.(^+8) — y( /Jl9a « +|l9c4 ) F 

5. 61. Scol. Un de’ principj , onde ne ho spe- 
cialmente guidata 1’ addotta soluzione , è quella 
nota proprietà del coefficiente del 2 0 . termine di 
un’ Equazione algebrica . E di essa ancor mi 
valgo nel seguente Capo per rinvenir la linea , 
che passa pe’ punti medj delle corde di un’Ellis- 
se , le quali concorrano ad un punto dato . 


Conseguenze geometriche degli analitici risul- 
tati DI QUESTO PROBLEMA . 


62. 1. L’ Ellisse ha infiniti diametri , che son 
quelle corde , che passano pel suo centro , e che 
quivi deggion esser divise (4) in parli ugua- 
li . Il massimo de’ diametri n’ è 1 ’ asse maggiore : 
il minimo il minore : quegli altri , che sono più 
d’ accosto al massimo , son maggiori de’ più lon- 
tani (21). E due diametri , che incliuansi all’ asse 
Ugualmente , son tra se uguali ( 55 ) . 

63 . 11. Il centro di un’ Ellisse , i punti medj 
delle corde parallele , ed i contatti di due tan- 
genti , clic sicn parallele ad esse corde , si giac- 
cion latti per diritto . Dunque una retta , che 
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unisca due di questi punti , dovrà passarne pe' ri- 
manenti . E con questi principj si potrà agevol- 
mente determinare il centro di un’ Ellisse , ove 
non veggasi vergato alcuno de' suoi diametri , o 
degli assi . 

6 f. III. Se si congiungan (fig. 8 ) gliestremi 
di due qualunque diametri FU , Gl de IP Ellisse 
AFEN , l' emergente quadrilinco FGHI dovrà es- 
sere un parallelogrammo . Imperocché i due trian- 
goli FCI , GCH avendo h: condizioni della 
Eleni. I. dovranno avere uguali le loro basi FI , 
GH : le quali saran benauche parallele, per esser- 
ne 1’ angolo IFH uguale al suo alterno FHG • E 
per simil ragione , o per la 33. Eleni. I. le altre 
due congiungenti FG , ed IH saran pure uguali , 
e parallele : e '1 detto quadrilinco dovrà esserne un 
parallelogrammo . « 

§. 65. iv. Ed unendo per la retta KL i punti 
xnedj delle corde FG ed HI , che son parallele 
ed uguali, la delta' congiungcnte dovrà pel n°. II. 
passarne per lo centro dell’ Ellisse , e per la 33. 
El. i. risulterà parallela alle FI e GH . E cosi 
pure la BD , che conducasi pe’ punti medj delle 
corde FI , GH uguali e parallele , sarà un dia- 
metro parallelo alla FG . Dunque iiell’ Ellisse i 
due diametri AE , MN h.in tal posizione , clic 
ciascuno di essi n' è parallelo alle ordinate dell' 
altro. Del che cccone una convenevole definizione. 

§. 66 . Def. xii. Due diametri dell’ Ellisse tal- 
mente posti , che ciascuno di essi sia parallelo 
alle ordinate dell’ altro , soglion dirsi Coniugati . 

5- 67 , Scol. Questi diametri, come il nota I’Eu« 
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loto i ebber siffatta denominazione da quel reci- 
proco parallelismo delle loro ordinale . Ed io vi 
‘aggiungo , eli’ essi avrebberla meritala per quel 
rapporto costante, clic avvi tra la tangchtc di uno 
degli angoli quassù (52) indicali , c la cotangente 
dell’ altro . Ma per render completa eotesta teo- 
ria si dovran divisare 5 diversi sistemi de’ diame- 
tri conjugati j come il fai'ò quaggiù nel n°. VI. , 
e nella X.* Proposizione . 

§. 68. v. Se dagli estremi ( fig. g. ) dell' asse 
maggiore AB dell' Ellisse ADB si tirino le due 
rette AD , BD rispettivamente parallele a' semi- 
diametri conjugati CG , CF ; il loro incontro si 
farà in un punto della detta curva . Poiché es- 
sendo BC : CA ;; BE : ED , e BC uguale a CA , 
sarà anche BE uguale ad ED . Ma la BE è una 
semiordinata del semidiàmetro CG , per essernd 
parallela al conjugàto di esso . Dunque il punto 
D dovrà ritrovarsi nella detta curvo . 

§• 6g. vi, E viceversa, se dagli estremi dell asse 
AB ad un qualunque punto D dell' Ellisse ADB 
si tiriho le rette AD , BD , e pe' punti medj di 
coleste corde conducansi i semidiametri CF, CG • 
questi dovranno essere conjugati , e contcrran mai 
sempre un angolo ottuso . Imperocché la CH se- 
gando proporzionalmente i Iati AB > AD del tri- 
angolo ABD dee esser parallela alla base DB 
di esso . Cioè a dire il semidiametro CF é paral- 
lelo all’ ordinata DB del Semidiametro CG. E per 
simil ragione sarà il semidiametro CG parallelo 
all ordinata AD dell’altro CF i ond’essi (66) sa rari 
conjugati . Inoltre col centro C intervallo CB ia- 
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tendasi descritto un cerchio, che sarà circoscrit- 
to (e) all’ Ellisse AFGB : e la DA si protragga , 
sin che lo incontri in O, e poi si unisca la retta 
BO . Sarà 1' angolo in O retto per la natura del 
cerchio : ed ci per la natura del triangolo BDO 
sarà minore dell’ esterno ADB, o dell' altro HCE, 
che gli è uguale . Dunque 1’ angolo GCF de’ due 
semidiaipetri conjugali CG , CF sarà ottuso . E , 
se per n si dinoti la somma di due retti , e per 
<f> , e & esprimansi gli angoli BCG , ACF , sarà U 
detto angolo GCF=w — <f> — 9. 

§. yo. vii. Con si facile artifizio di Geometria 
si potran dall' asse maggiore dell’ Ellisse detenni-* 
narvi gl’ infiniti sistemi de' semidiametri conjugati. 
Ma ciascun diametro di tal curva può bastarne a 
siffatta indagine per quel, che ho detto nel n.° IV, 
o in virtù del seguente Principio generale. Cioè, se 
dagli estremi di un qualunque diametro dell? Ellisse 
si tirino due rette ad un punto di questa curva ; i 
semidiametri , che vi si fan passare pe' punti medj 
di esse corde , deggion essere conjugati fra loro . 
Imperocché ciascuno di questi due semidiametri 
vedesi parallelo ad un* ordinata dell’ altro : onde 
(66) 1' è forza , eh’ essi sien conjugati fra loro . 
Nè poi potrà temersi, che in tal modo cotesti si- 
stemi diventino infinitamente infiniti : poiché quelli 
di essi , che rinvengonsi da un diametro dell’ El- 
lisse, rivengono nel volersi per mezzo di un altro 
diametro determinare . Lo che ben s’ intende . 

(e) Dal §. aa. può conoscersi qual sia il cerchio 
circoscritto all' Ellisse, 
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qi. \ln. Filialmente da quel punto D si me» 
»i all’ asse AB la perpendicolare DN , onde sia 
CN=r , e DN=y . E 1’ Equazione proposta per 
PEllisse nel 1°^ Problema si ì-isolva nella segucn- 

9 


le analogia 


• r * .. 4 * • • DN AN , a 

fc+T - y ‘* C ' a ’ C,0U NB - DN ” C a • 
Sarà la tangentu dell’ angolo DBC , o del suo u* 
guaio ACF , alla cotangente dell’ angolo DAB , o 
dell’ altro GCB , che il pareggia , nella costante ra* 
gione di c a ad a*. E quindi potrà conoscersi intuii 
tiramento ( f ) quel Principio si importante, cbe da 


(f) Una dimostrazione per quanto sia rigida , e 
ricolma di principj sublimi , è sempre da meno dell' 
intuizione . E perciò io mi sono in quest ' opera at- 
tenuto all' inalisi Cartesiana , ove il proposto Teo- 
rema , come il farò poi vedere in tanti altri , riesce 
quasi intuitivo . Ed in vero , s' io colla Geometria 
analitica a due coordinate volessi dimostrarlo , do- 
vrei prender V Equazione alla retta A C : poi quel- 
la alla BC : moltiplicar fra loro cotest' equazioni ; 
paragonante il prodotto loro all' equazion dell'El- 
lisse : e così dovrei altre cose praticare , che non 
son mica naturali , nè si chiare a' giovani , quan- 
to l' addotto ragionamento . Ed in fin abbatténdo- 

. „ . <1 , c* m ... 

mi all liquazione —— — . — , qual si ri~ 

p a* n \ 

leva da' coltivatori di quel metodo , come potrò 
ridurre in linguaggio geometrico coletta equazione ? 
La Geometria non conosce grandezze negative : e 
gli Analisti neppur son paghi delle nozioni , che 
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varie speculazioni ho più volte ed in varj modi 
rilevato, cioè ne’ ig , 47 » 5a , e che ne age- 
vola una gran parte delle ricerche , che si posson 
fare su questa curva , 

§. 72 . Scol. Parrebbe tempo , eh’ io lasciate le 
geometriche speculazioni su questi diametri , mi 
volgessi od ispiarvi 1 ’ Equazione traile coordinate 
obbliqnc : cioè quella , che n' esprime il rapporto 
loro , e che suol dirsi relativa a due diametri 
conjugati , ed al centro. Or l'Equazione A del i°. 
Problema , la quajp sembra doversi appartenere 
all a curva pel solo asse maggiore , può adattarsi 
al minore col solo permutarvi le coordinate . Sic- 
ché ponendovi la # per x , e la x per y , tosto 
vi si ottiene per 1‘ asse minore la seguente E- 
quazione 



Ma per l’ indicata ricerca csigesi più arte. E per- 
ciò io propongo il seguente Problema , risolven- 
dolo in due guise : cioè col maneggio dell’ Equa- 
itione D del precedente Problema : e col passaggio 
dalle coordinate rettangolari alle ©bblique . La 


ne hanno. Vedi il sommo d' Alembert voi. 8 . Opus. 
e'I Gener. Carnot Geom. des posit. Ed io m' im- 
magino , che da tali chiariscuri di sdenta sia nato 
ciocché leggo con mio duolo in alcuni di cotesti 
corsi analitici replicatamente , che siavi una l'cla- 
» zion costante tra gli angoli , che formano coll* 
» asse maggiore le corde menale da’ suoi estremi 
» ad un punto della curva . 
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prima soluzione gli si conviene per 1’ unità del 
metodo da me prescelto . E 1’ altra sembrane in- 
dettata dalla natura del medesimo Problema , di' 
io facilmente conduco colli guida di due triangoli 
dati di specie, e senza gravarla di que' lemmi ana- 
litici , che altri suol premettervi . 


PEOP. VII. PROBL. 


5* ji. Data V Equazione , che ha l' Ellisse ADB 
per le sue Coordinate rettangolari CN , ed MN , 
rilevar quella , che dee appartenerle per le Coor- 
dinate obblique CO , ed MO . ( fig. q. ) 

» 

• Soluz. Premessi gli artilizj geometrici , e le ana- 
litiche indicazioni adoperate nel Problema prece- 
dente , vi si elimini la : dall' Equazione A , o 


vi si ponga 


Ao 1 


per la s ; dovrà risultarne 


‘ „ a 2 c 2 / A 2 a 2 -f-c 2 \ 

tu- — aveu = — „ — l - y=-= — lo- ... . 

Ed aggiungendo il quadralo di v ad amendue i 
membri dell' Equazione B , si vedrà chiaramente 


B 


esser 


(»— v)* = 


a-c- 




c 3 o 


A 2 « 2 -}-c a A*a* 

E poiché le m ed n dinotano il seno , e'1 coseno 
(55) dell' angolo VMO, sarà AIO*: MV 1 ;; i ; n*. 
Sicché ponendo 1’ ascissa CO=x , e la semior- 
dinata MO=/ , dovrà essere pe’ principi di Tri- 
gonometria y* : (tu — o)a JJ 1 : »* , e quindi 
n*y* — ( w — v) a . E cosi pure dall’ esserne 
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CO*: CR* 1 : q* , saia ne’ loro simboli (5g) 

„ „ m 2 a* . m’a*! 1 

m 2 a 4 -f-« 3 c 4 ’ m 2 a 4 -f-rt a e 4 

Intanto si surroghino in C i valori di già ritro- 
ì ali di (w — v)% e di v a , e quello benanche della fi*, 

eh’ è* —— e’1 risultato dividasi per n 7 , n'emergerà 

n s ’ 

a*c® a’c® _ 

_ ______ x* D 

* m^a^-j-n'c 7 m~a*-j-n 3 c* 

Ma il primo fratto , che osservasi nel secondo 

mcmbio di quest’ ultima Equazione, è uguale a 

_ a 

CL* , cioè a y* : ed è poi ( 55. 5g ) il frat- 
to moltiplicatore della x x . Dunque sarà 



E quindi 

74. Teoii. Pe' semidiametri conjugati dell' El- 
lisse ADR ha luogo un' Equaxion pariforme a 
quella , che vi fu recata per l' asse , cioè alla 



Aum. 


§• 75. Si ritengano i medesimi simboli quassù 
impiegati a dinotar le Coordinate MO , CO , i 
semiassi conjugati , ed i seni , e coseni degli an- 
goli OCR , OMV . Sarà 

1 : m II jr : OV , 1 : p :: x : OR 

1 : n :: y : MV, 1 : q II x : CR. 

Onde dovrà essere OV — my, MV =sny, OR s= px, 
CR = qx , CN == CR -f- RN ~ qx -f- njr, ed MN 
= Oli — OV 5 = px mm ryr. Ma per la natura delle 
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data Ellisse n’ è poi Mì \ 7 =z c 7 — ^_CN 3 . 

a* 

Dunque co’ valori ili già esibiti delle MN , e 
CN si avrà la sottoposta Equazione , eh’ io noto 
colla E , 

c* 

p 7 x 7 -j-m s y 7 — ipmxy —c 7 ~(^ s x 4 -j -n 7 y 7 -j-2nqxy') 

Ma in più guise si è (5a) quassù dimostrato esser 

: — i: c a : a 7 , e quindi pm =z ~nq . Dun- 
q m x ' a 7 » 

que dovranno sparire da quest’ ultima Equazione 

i termini , che vi contengono il rettangolo delle 

coordinate ’* ed y : ed ella diverrà 

p 4 x 2 + m 5 j ! = c 7 — — (q 7 x* +n 7 y 7 ) F 

che ordinata rispetto ad y riducesi a quest’ altra 

~s_ a ‘ c * p 7 a 7 +g 7 c 7 _ a n 

y ~ m 7 a 7 +n 7 c 7 m s a 7 +n 7 c 7 

Or il primo fratto, eh’ è nel 2 °. membro dell’ E- 

quazione G , è (55) uguale a y l , e 1’ altro (58) 

y * 1 « * 7* 

diviene — -x 7 . Dunque sarà y 7 = y 7 — ■ . ~x 7 , 

come si è rilevato qui sopra (a) . 


(a) IL P. Frisi insigne Geometra Italia- 
no si dolse sin dalla metà del secolo trascorso , 
che questa verità geometrica non uvea ottenuta 
un' elegante analitica dimostrazione nè dal IVul- 
fio , nè dall' Ospitale , e nè da altri , che aveuno 
intrapreso un tal lavorio . Ma i moderni Anali- 
sti col passagg io dalle coordinate rettangolari al- 
le obblique soglion produrla immantinente . Impe- 
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7G. Cor. 1. Se dicansi y, ed Y due qualunque 
semiordinate di un diametro dell’ Ellisse , ed r, 
ed X le loro ascisse ; sarà chiaro dover esserne 



y* 

Dunque, eliminando — ^ da queste due Equazioni, 


avrassi 



E quindi y " 1 : Y 2 “ à 2 — x 2 : a- — X 2 . Cioè 
§. 77. Cor. u. / quadrati di due semiordinate 
di un qualunque diametro dell' Ellisse sun come i 


perocché supponendo uguali a zero que' termini 
della trasformata , che contengono il prodotto del- 
le coordinate , ( lo che suol dirsi Equazion di con- 
dizione ) vi ritengono i rimanenti , da' quali può 
congegnarsi per la curva un' Equazion puriforme a 
quella , di' è relativa agli assi conjugatl, e al centro. 
Or tutto questo è ben fatto , quando si dimostri a' 
giovani con chiarezza , che il primo fratto dell'E- 
quazione D , o dell' altra G vi dinoti CL , e l'al- 


tro moltiplicatore della x 2 , ne sia 


CL 2 


. Imperoc- 


ché un , che si arresti a questa sola pariformilà 
di termini senza più dire , non viene a conchiudere 
sul soggetto della Proposizione , che sono i dia- 
metri confugali . E , s' ei li prenda per tali senza 
prefiggimento di prove , vi farà un salto nella di- 
mostrazione . E tali sconci , che osservo in alcuni 
di questi corsi , si doveano a' giovani indicare , 
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rettangoli delle parti di tal diametro , in che quel- 
le vel dividono , 

78. Def. xiii. Il Parametro di un qualunque 
diametro dell' Ellisse è la terza proporzionale in 
ordine ad esso diametro , ed al suo conjugato . E 
quello , che si appartiene all’ asse maggiore , suol 
dirsi Parametro principale , 

§. 79. Cor . m. Sicché chiamando p la terza 
proporzionale dopo 1" asse maggiore aa , c ’l suo 
conjugato ac ( e lo stesso convenevolmente in- 
tendasi per gli altri diametri ) , 1 ' Equazione 

y 9 = — r~ (a 9 — x 9 ) diverrà r 5 = — (a* — x*). 
* n 3 a a 

E ponendo x ss a — x , e quindi x = a — z , si 

jivrà quest’ altra Equazione 



tj. 80. Cor . ìv. Cioè il quadrato di una di cole- 
ste semiordinate sta al rettangolo delle parti deW 
asse , in che quella il divide , come il parametro 
principale all' asse . 


PROP. Vili. T E 0 E. 


< 5 . 81. Nell' Ellisse la somma de' quadrati di 
due qualunque semidiametri conjugati è uguale a 
quella de' quadrati de' due semiassi conjugati . 

E 'l parallelogrammo , che compiesi da que' due 
semidiametri , è quanto il rettangolo de' detti semiassi. 

Dimostr . Part. 1. In virtù de* valori assegnati 
we’ 55 . , e 59. a' semidiametri conjugati , le 
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due verità proposte in questo Teorema diventali 
quasi intuitive. Infatti sieno acci semiassi con- 
iugali , ed a e y due qualunque semidiametri tra 
loro conjugati ; il primo de’ quali sia ...inclina- 
to all’ asse per 1’ angolo 0 , di cui p e q dinoti- 
no il seno e ’I coseno: e l’altro abbia m ed n 
per lo seno , e per lo coseno dell’ angolo 4 > , 
ond’ ei s’ inclini al medesimo asse . Sarà pe’ 
suddetti 

„ > a"c- . . 

y 1 ~ — ed a — — . 

tn 2 a* 

Ciò posto, si sommino i primi membri di queste 
due Equazioni , ed i secondi rispettivamente: c per 
o*c* scrivasi essendo = 

Sarà 


* , 2 _ + n*c* 

' ' m~ a* -f-n 1 c* 

Ma il numeratore di questa frazione è divisibile 
per lo denominatore, e’1 quoto è a a -}-c 9 . Dunque 
saia et 1 -\-y*~a* -j-c 9 . 

Part. ii. Inoltre i semidiametri oc, e y , come 
si è dimostrato nel §. % , contengono un aa- 
golo uguale a ir — p — 9 . Dunque il parallelo- 
grammo , che compicsi da essi , sarà espresso 
dal seguente prodotto et y.sen.($>-f-0) $ essendo 
seti. ($>-}-9) = sen. (ir — f — 9) . 

E prendendo i valori di queste tre grandezze di 
già esibiti ne’ §§. £<). 55, 6o, sari a. y. sen.(^-}-9) 
- uguale ad 

ac / m I u*-4-rt a c* m 9 a 9 -{-n*c* 

\(m-u‘-\-n' 1 c : '') ^ m'-« 4 -J-« a c 2 ’ ’\'(in~a'* -j-« v 4 
§. t5a. Cor. i. E perciò ogni Parallelogrammo 
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circoscritto all'Ellisse è uguale al rettangolo degli 
assi . 


§ 83. Cor. ii. Di qui si vede dover esser 
y*=a 2 -j-o 9 — a 1 . Sicché poneado per a 9 il suo va- 
e a x 2 

lorp c 3 H - — , qual fu recato nel Cordi. II. 


Prop, I. sarà y*=a 2 — . Ma in questa 

• or 

curva il quadrato della normale , che passa (.{lì) 
per l’ estremo del semidiametro a, è uguale a 

C 5 / e 5j.l \ 

— ^-^a 2 - — \ . Dunque rara fa normale 

dell' Ellisse in un qualunque punto del peri malva 
al semidiametro conjugato di quello , che passa 
pel suddetto punto , come f asse minore al mag- 
giore (a) . 

§. 84. Cor. in. Le sei grandezze a , 0 , a, y, 8 
han tal nesso fra loro , che date tre di esse vi si 
posson determinar le ripianenli . E ciò in forza 
delle tre seguenti Equazioni , di cui le due priipp 
si traggon dal preseule Teorema , e l’ altra dal 
Problema VI. Cioè I. à 1 -f- y a = a 9 + c 9 , II. ay. 

c a 

seu. (<p4*0) == ac , III. Tang.fi Tang.0 = — • 


(a) Questa verità non deesi avere per una ste- 
rile ULazione , come parrebbe a taluno , Poiché 
ella può. utilmente impiegarsi nella Teoria àp fuo- 
chi , e nel rinvenir la linea , che passa pe' verli- 
cì degli angoli degl' infiniti parallelogrammi cir- 
coscritti ad un' Ellisse , o ad un' Iperbole , e for- 
te per altre ricerche . Pel (he a suo luogo . 
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5 - 85 . CoY. jv. E, se piaccia toglier loro cole- 
ste divise transcendentali , potrà porsi (5g) per 

Tang-f il fratto — , cioè , per bang. 7 

r altro 77— — rr • E poi per sen.fo+0) 1’ esprcs- 

Vv 1 P ) 

sione mV( 1 — p 2 )-j-p Y^i — m 2 ) • Per tal modo le 
tre precedenti 'Equazioni si dovran trasformare 
in questg altre, che son puramente algebriche , 

I. a I -{-'y a =a a -f-c 1 , 

II, ery( 01^(1— -p 2 )+pV( l — m^-uc, 

4* 

in sL 

y( l — m I )(i — p 2 ) a* '• 

5- 86. Scol. 1. Per non lasciar, questa Teoria 
nuda d’ esempli , e non bene a’ giovani convenien- 
te , ho stimato dover qui recare que’ due Proble- 
mi , che 1’ 111. Marchese <^ell’ Ospitale disciolse a- 
naliticamentc su tal soggetto, e per la Teoria delle 
Tangenti di tal curva. Cioè, Qati. di grandezza , e. 
di posizione due semidiametri conjugati di un' El- 
lisse , ritrarne i semiassi conjugati . E viceversa , 
dati que' semiassi , determinarvi due semidiametri 
conjugati , che comprendano un angolo dato . Per 
risolvere il primo de' detti Problemi si chiami r 
il semiasse maggiore , ed y il minore; c per a, e 
y si diuolino que’ dati semidiametri conjugati , 
che comprendano un angolo dato , il cui seno sia 
K. Sarà per lo Coroll. III. x’-f-j -rra 2 -f- y 3 , ed 
xj=Kety, ovvero axy — »Kay. E, se quest’ ultima 
Equazione or si aggiunga alla prima , ed or vi si 
tolga , sarà x~ -f- y- -|- ixy = a~ -j- y 2 -f- aKay, ed 
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ar* -j- y % — %T y ~ ** + y* — aKoey . E«1 oltre a 
ciò estraendo da ciascuna di quest’ Equazioni la ra- 
dice quadra (a), si otterrà V(a"-4-y 5 -f-sKay),- 

ed x — y — V( a " ~h > 3 — aKoy) . Finalmente, se 
prendasi la semisomma di esse , c poi la s emidi f- 
ferenza , avrassi 

X = iVV+y'+sK* ry ) -f iV(« ? +y"— ?Ka v). ecl 

y = ?v / (« -fy"+ aK *y)“ ì V O'+y 1 — aK «y) • 

Il perchè essendo il seno dell’ angolo dato , cioè 
Ja grandezza K , sempre minore del raggio trigo- 
nometrico , eh’ è uguale ad 1 , sarà aKay minore 
di atfy , e quindi (A) molto minore di a*-J-y* . 
Dunque l’espressione V(a* + 7* — aKay-) è sempre 
reale : onde in questo Problema non potrà anni- 
darsi verun caso impossibile . 

Per risolvere il secondo de’ detti Problemi può 
impiegarsi lo stesso tipo di risoluzione quassù ado- 
perato , c con questo solo divario , che in vece di 
a 1 , e y * convien porre a* t e c*, ed in luogo di aK«y 

il fratto -r-r- . Lo che intendesi di leggieri . 


Ma la grandezza V(a* -|* c a — -p-) sarà 

iv 


im- 


maginaria , quando sia 


a ac 


X > 


+ 


K < 


a ac 

a 1 - J-c a ’ 


Dunque nel secondo dc’divisali Pro- 


(a) II Sommo Eulero rinvenne per altre vie lo 
stesso risultalo. §. ia5 Vol.II. Int. in Anaìys.Inf. 

(b) Questa verità analitica può dimostrarsi im- 
mantinente per la 7 . LI. JI. 
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blemi vi sarà il caso impossibile , che bo «1 ovulo 
per ragion di metodo qui marcare ; ancorché dal- 
la 2. a parte del seguente Teorema ci si potrebbe 
immediatamente derivare . 

§ 87. Scol.u. intanto la costruzione del primo di 
questi due risultati può elegantemente ottenersi per 
mezzo delle Prop. n e l'i El. II. infatti (_/?«-. 1 1 ) 
l’angolo ABF sia quanto quello, cbe si compren- 
de da’ dati semidiametri coujugati : 1 ’ altro D 15 F 
ne sia il suo conseguente, e DBG uguagli il com- 
plemento di questo . E prendendovi AB=BD — a, 
e BC=y , si uniscano le due AC , e DC . Sarà 

11 semiasse maggiore dell’ Ellisse uguale alla semi- 
somma delle congiunte AC , e DC ; c ’l minore 
quanto la loro semidifferenza . Impexocchè essen- 
do cos.DBC = sen.DBF = K , sarà (c) per la 

» " 1 - ~ " 1 T 

(c) Dal punto C si abbassi la CN perpendicolare 
alla DA. Si vedrà esserne Rag-, : cos.CBD ; ; CB:BIS r , 
cioè 1 : K. ” y : BN, e quindi BN=:Ky, Ma perla 

1 2 El.ll. dee esservi AC 2 = AB a -}-BC I -j-2AB.BjV: 
dunque sarà AC 1 = a* -j- y 2 -f- aKay . E così per 
la li El. II. si troverà DC 1 = a* -f- y a — aKay . 
Onde saranno le AC , c DC. uguali alle radi- 
ci degli esibiti trinomj . Il sommo Eulero nel 
descrivere un cerchio , che insiem toccasse tre cer- 
chi dati di silo , e di grandezza , si servì di que- 
sto principio per calcolare il coseno di un angolo 
di un triangolo , i cui lati rran dati di espressio- 
ne . Altri Analisti anche se ne valgono per altre 
loro ricerche . E basta ricordare , che su que- 
sta base regga la piu parte delle dimostrazioni 
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12 . El. II. AC — y(a 7 -f- y 1 + aKay) , e per Ja 
|3. DC = V((r -f y- — aKay) . E quindi , se 
diansi di sito , e di grandezza due semidiametri 
conjugati , che desiano appartenere ad un’ Ellis- 
se, si potrà descriver questa curva con quel moto 
organico, che ho dichiarato nella prima definizio- 
ne , e con vi aver prima determinati col presente 
metodo i suoi assi . Ed anzi senza dipender da- 
gli assi vi si potrà esibire il perimetro , usando 
in convcnevol modo il secondo de’ due artifizj , 
che nel jj. 22 . ho proposti . 

Inoltre da quel, che si è dimostrato nella Prop. 
VI. 6c), può congegnarsi una facilissima costru- 
zione al secondo de’ due Problemi proposti. Cioè, 
si formi sull' asse della data Ellisse un segmento 
di cerchio capiente 1' angolo dato : e da una del- 
le due intersezioni di queste due curve ( le qua- 

li si dovran sicuramente ottenere , se il Proble- 
ma (86) non sia impossibile ) si tirino due rette 
agli estremi del detto asse . I semidiametri , 
che si condurranno pc’ punti medj di queste 

sì dirette , che indirette , che tanti ingegnosi 

Geometri lian procurato di recare al Teorema 
Ciclometrico dell' uditissimo Ruggiero Cotes • 
ove ne abbisogna valutar le incidenti da un 

dato punto di un diametro di un cerchio agli 
estremi di piu archi aritmeticamente proporzio- 
nali . Lcggunsi per le prime dimostrazioni il 
Molare , /’ Ermanno , il IVulmcsley , il Boughen- 
vilie etc. , e per le altre il Cousin , il Paoli , il 
1 acroi x , etc. 
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Jue corde , saran quelli , cLe si domandano . 

Finalmente io debbo avvertire i giovani , cbe 
una tal ricerca 1' è malagevole , quando le tre 
grandezze da determinarsi , esigano il inani ggio 
di tutte e tre 1' Equazioni del Coroll. ìv. In tal 
caso vi vuol dell’ ingegno , e della conoscenza de’ 
melodi di Eliminazione (<i) , perchè si tragga 
1’ Equazione finale , cbe non monti ad un gra- 
dò superiore del giusto , o non vi accolga fattori 
inutili , e stranieri . 

P R O P. IX. T E 0 R. 


§. 88. Se dagli estremi dell' asse maggiore di 
un' Ellisse si tirino due rette ad un estremo dell' 
asse minore ; i semidiametri , che vi si conducono 
pe' punti medj di queste due corde , saranno con- 
iugati , ed uguali . E dovrà essere un Massimo 
l' angolo da essi contenuto . 


Dimostr. Pari. i. Si chiami v quel semidiame- 
tro dell’ Ellisse , cbe debb' essere uguale al suo 
conjugato : c sia 4^ 1’ angolo , ond’ ei s’ inclini 
all’asse. Sarà (84) 2 v 1 =a’-J-c*, ed i>.*seu.a^=ac. 
E da ciò immantinente vi si conchiude esserne 


.=V(^) 


, e sen.a^ = 


a«c 


a y a*-f- cS 

Resterebbe a determinarvi il sen.^ . E questo fa- 


(il) / giovani potrebbero consultar con vantag- 
gio l' Opera del Bexout Theor. gencv. des Equat. 
algebr. 
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cihnenlc j)uù («) conoscersi dal dato sen.a^/ , ed 
in virtù di quel nolo principio di Trigonometria , 
clic sci). 4' sia quanto la radice della metà dì 
i — cos.9.\}'-. Il perché essendo ( b ) cos.a4f=:^a a — c 3 ): 
(n 3 -}-c 3 ) , sarà 

Sen.i^rr V ( 

Wa , compito il rettangolo de’ semiassi conjugati 
e condottavi (fg.a ) la diagonale CG, hen si com- 
prende , che questa retta debba passare pe’l pun- 
to medio della corda del quadrante ellittico AISD, 
la quale n' è 1' altra diagonale . Ed essendo CG ; 
AG :: Ragg. : sen. ACG , cioè V(a 9 -f-c 4 ):c 

(a) Questa verità può attignersi facilmente dalla 
Geometria . Cioè ( fig. 3. ) sia BA un qualunque 
arco circolare , BH il suo seno , CH il coseno , c'I 
raggio CF sìa perpendicolare alla corda del det- 
to arco . Oltre a ciò si ponga il raggio AC=ri , 
e quindi il diametro AD=a , e poi si chiami 

V arco AK metà del dato A KB ; sarà AKJ3=a\J/. 
E dovendo essere, per la natura del cerchio , AB 9 , 
o 4 AG 4 uguale ad AD . AH, o ad AD(CA — CH), 
sarà AG 3 una quarta parte del rettangolo di AD 
in CA — CH : cioè ne' loro simboli sarà 

y 

(b) Si sa esser cos. = ^(ì — sen. a^*) . Se 
dunque in questo radicale si punga il valore di 
2 1 di già esibito , si avrà sotto di quel segno un' 
espressione , da cui potrà estrorsi la radice ; che 
sarà quella , che ho quassù rapportata . 


9 . 4 / 


)= 
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Q 

i:sen.ACG , sarà sen.ACG = ■ . . — - = sen.d/-. 

V( a +**) Y 

Onde potrà concludersi ciò , che ho proposto nel- 
la prima parte del Teorema . 

Part. ii. Ed essendo Tang.a-^ uguale a sen.aijr 
diviso per cos.a^ ; sarà , ne’ valori di queste due 
grandezze , 


Tang.a^ = 


azrc 


a“ 


Inoltre , se <f> , c 0 dinotino quegli angoli , on- 
de due altri semidiametri conjugali inclinatisi all’ 
asse : c per m e p si esprimano i loro seni , e 

per n e <j i coseni , sarà Tang.ip = -H , e 


Tang.0 = -il = ——z (5>) • E (c) dovrà es- 

q mar 

seme 

T«ng(«.+9) = B 

mn[a 2 — c 1 ) 

E si vedrà poi dall’ Equazioni A , e C , che siavi 
Tang. : Tang.(^-f0) ;; zmnac : m 9 a 9 4-» 9 c 9 . 
Ala per la 7 . EI.II. è sempre zmnac < m 3 a 3 -j-n 3 c 9 . 
Dunque sarà pure Tang.a-v^ < Tang.(f-f®) » e 
^ < $>+ 9- Sicché esprimendo per ir la somma di 
due angoli retti , dovrà esser finalmente ir — a\{/ 


(c) Fra' Teoremi della Trigonometria analitica , 
che V Illustre Geometra Cristiano Mayer propose 
all' Accademia Reale di Pietroburgo per l' anno 
1727 , uno de' più utili , e preclari è il seguente 

Tang.<f>-f- Tang.0 , ’ 

i — Tang.ip Tang.9 


Tang.(f-J-S) 
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> w — <f> — 6 . E quindi «in massimo 1’ angol# 
7r — , clic co mprendesi da' semidiametri con- 

jugati ugnali . 

tj. 89. Cor. 1. Se per x esprimasi un’ ascissa 
computata dal centro in un di questi due semi- 
diametri , c per jr la sua semiordinata ; 1 ’ Equa- 
zione dell’ Ellisse , relativamente a’ Semidiametri 

conjugali uguali ed al centro , sarà x 3 . 

F. sebbene ella ne dinoti la tiatura di un cerchio 


del ragg 


io ''('-“0 ; pur non deesi da ciò 


inferire, che vi restino confuse le nature di queste 
due curve , o che 1’ una b’ identifichi coll’ altra . 
Poiché nel cerchio le coordinate espresse per le 
r , ed y son ^ottangolari , e nell’ Ellisse elleno 
son obhliqnc . 

90. Cor. 11. La tangente dell’angolo ai{/ con- 
seguente dell’ angolo (69) ottuso ir — , si è di- 
mostrata uguale alla frazione — , che dee 

a 2 — c 2 

minorarsi a misura, che decresce il semiasse mino- 
re c , rimanendone il maggiore a invariato . Dun- 
que /’ angolo de' semidiametri conjugati uguali , 
tuttoché jia un Massimo in una data Ellisse , non 
è perciò di una medesima grandezza in due Ellissi 
diversamente eccentriche , ma dee crescerne a mi- 
sura dell' eccentricità di esse . Lo clic per la Gco~ 
nretria conosecsi «la per se Stesso . 

tj. 91. Scol. Dalla prima parte di questo Teo- 
rema può inferirsi , elle le diagonali del rettango- 
lo circoscritto ad un’ Ellisse debhan segnarvi i 
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diametri conjugati uguali. Che queste rette dividali 
la curva iu quattro archi talmente condizionati , 
che que’due, i quali vi sottendono gli angoli acuti 
delle diagonali, delibali contenere i vertici de’dia- 
metri maggiori de’ loro conjugati: c che i vertici di 
questi ne restino allogati ne' due rimanenti archi. 
È, se non disdica il Voler qui raccorre altre pro- 
prietà di queste diagonali, io dirò , che , compi- 
to il rettangolo ACDG da' semiassi conjugati 
( Jig.i), 1 “ diagonale CG possa condurne a descri- 
ver 1 ’ Ellisse per assegnazion di punti , e 1 ‘ altra 
DA ad esibirci i varj sistemi de’ diametri conju- 
gati . II primo di questi due artifizj fu da me re- 
cato nel : e 1 * altro n'è conseguente al Teo- 

. rema , che quaggiù propongo , 

P JOP. Jff. T E O R. 

§. 92. Se dagli estremi F , ed Li de' due semi- 
diametri conjugati CF , CL si abbassino le due 
perpendicolari FE , ed LH , al semiasse maggio- 
re AC , ed al minore CD rispettivamente ; quelle 
rette dovran dividere questi semiassi proporzional- 
mente , ( fig . 7. ) 

Dim. Si chiamino x, ed y le Cooulinatc CE 
ed EF : ed v e z le altre due CH, ed IIL . Sarà 
per lo §. 52 . la tangente dell’ angolo FCE alla 
cotangeute dell’ altro LCK. , o alla tangente di 
LCH , come c 1 ad « 3 c cioè ne’ loro simboli sarà 

— : — ;; c 3 : a 3 . e quindi aVv = c 2 xz . 
x v 1 
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Ed elevando a quadrato l’Equazione a 3 vy == c 3 xz, 
ed in essa poi riponendo i valori delle y x , c z 9 , 
clic furon proposti ne’ 16 , e y 3 , sarà 
u*v‘ 1 y' 1 = c 4 .r 3 z 3 , cioè 
n 3 c 3 » 3 fa- — x 3 ) r= c 3 u 3 x 3 (c 3 — v 3 ) 
Finalmente dividasi quest' ultima Equazione per 
n 9 c 3 , c nel quoto si cancelli il termine — v*x* , 
die vi si osserva in amenduc i membri ; dovrà 
restarne a’v* =; c a x 9 , cioè av = ex , e quindi 
a : c j; x : v . 

<J. 93. Cor. 1. Ad un qualunque semidiametro 
CF dell' Ellisse ADB potrà assegnarsi il suo con- 
iugato colla luce del presente Teorema , e senza 
far uso de’ metodi precedenti. Cioè, ordinata dal 
punto F la FE all’ asse maggiore della detta El- 
lisse , si meni pe) suo estremo E la EH paralle- 
la alla corda del quadrante ellittico AFD . E poi 
dal punto II , ove tal parallela ne incontri il se- 
miasse minore , si alzi a questo semiasse , e fuori 
di quel quadrante la perpendicolare HL , che in- 
contri 1 ’ Ellisse in L . Sarà il semidiametro CL 
conjugato dell’ altro CF . 

94. Cor. 11. E generalmente, se nel triangolo 
rettangolo , che abbia per cateti i semiassi coniu- 
gati , e per ipotenusa la corda di un quadrante 
ellittico , si applichino delle parallele alla detta 
ipotenusa; da ciascuna di esse , e coll’ artifizio del 
precedente Corollario potrò ottenersi un sistema 
di diametri conjugati . 
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P R O P. XI. T E O R. 

95, Allorché un semidiametro CF dell] Ellis- 
se ANB ne incontri una tangente NP di questa 
curva , ovunque ella n stia ; sarà sempre di una 
costante grandezza il rettangolo dell' ascissa corri- 
rispondente all' ordinata per lo contatto , e della 
medesima ascissa accresciuta della sottangente ( a ), 
cioè quanto il quadrato del detto semidiametro . 

( fiS ■ to. ) 

Dim. Se dal dato punto P , che stia nel semi- 
diametro CF prodotto oltre I’ Ellisse , si volesse 
condurre una tangente a questa curva ; si do- 
vrebbe per tal uopo maneggiar 1’ Equazione (y4) 

= y 2 — ~-x 2 co ^ a stessa guida del Proble- 
ma III. , e con avervi dinotato per a il semi- 
diametro CF , e per y il suo conjugato . Per la 
qual cosa , chiamando b la distanza del punto P 
dal centro dell’ Ellisse , cioè la CP , si ponga la 
sottangente PM t= v , 1’ ascissa CM = b — v , 
sen. NPM = A , e sen. PNM =r K . Sarà K. : A J* 
PM : MN ;; v : MN, e quindi MN r= hv : K. = tv y 
ponendo per brevità A : K = t . Ma per la Prop. 

VII. rinviensi MN 2 = y 2 — — — X CN 2 ; dunque 


(a) Per la definizione della Sottangente in un 
diametro qualunque dell' Ellisse potrà leggersi 
V annotazione del §. 33. 
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si avrà ne’ simboli di queste grandezze geome- 
triche la sottoposta Equazione 

(-»"= y-— JL ( b—vy , 

che maneggiala , come quella del Problema III. , 
ci darà 


v 



e quindi b — v — 



Cioè 


PC X CM = CF a , e PC : CF CF: CM . 

Inoltre co’ due metodi proposti nel Probi. III. 
potrà determinarsi la t ; la quale non è la tan- 
gente Trigonometrica dell’angolo P, come l’era in 
quel caso; ma sì bene il rapporto del sen.MPN ni 
seu. MNP. E troncando dalle MN , e MP le par- 
li MR cd MT proporzionali alle Vi, e K , ebe si 
dicano f e g , si unisca la RT . Sarà 1’ angolo 
in P uguale all’ altro T di già determinato geo- 
metricamente . Ma per ottenerne il valore nume- 
rico del seno dell’ angolo P si chiami ni il seno , 
ed n il coseno dell’ angolo NMC delle coordinate 
CM ed MN . Sarà per la 12 . El. II. RT* = f* 
-f-£* -J- a nfg . E dovendo essere RT : RM ;; 
sen. TMR : sen. RTM , si troverà co’ simboli 
di queste grandezze 

sen.T = sen.P = - — 7 . , - 
y(j+g+*»fg) 

96 . Cor. E quindi (4o) , se colla teoria de’ 
diametri dell’ Ellisse voglia condurlesi una tan- 
gente , che passi pel dato punto P , dovrà pren- 
dersi nella CP la CM terza proporzionale dopo 
le CP , e CF *. e poi distendervi por M la NK 
parallela' alla tangente di (38) tal curva in F -, 
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che ne incontri il perimetro in N e K. Le con- 
giunte PN , e PK saran le due tangenti con- 
dotte all' Ellisse dal punto F. 


Esposizione del metodo Euleriano per la me- 
desima RICERCA . 


97. Si chiami a il semidiametro CF , y il suo 
conjugato , e per x , ed y esprimansi le obblique 
(fig- 10) coordinate CM, ed MN di cotesta curva. 
La sua Equazione relativamente al centro, ed a que’ 

semidiametri conjugati (j 4 )> savày" — y - — -L— j 5 . 

r a* 

Ciò premesso , si sottragga quest’ Equazione dall’ 

altra pari forme Cx-f*) 2 = y"‘ — — «) 2 1 ove 

le or , cd e sicn due grandezze picciolissime : e poi 
nel residuo si trascurino que' termini , che con- 
tengano le seconde potenze delle t , ed w . Do- 


. . y- ‘ e y " 1 x 

vra restarvi tjr = -!~t*x , e quindi - = J_X— . 

a y 

Dico esser la sotlaiigcnte MPr= — y ^ f 

y 5 x 

Dim. Si tolga dall’ascissa CM la parte M/7r= w , 
e compito il parallelogrammo MmON, si prolunghi 
la w »0 insino alla curva I Sri. Sarà la nO=:(, per 
doverne aver luogo quell’ Equazion parifonne . 
Sicché supponendo , che 1 ’ ordinata mn con moto 
a se parallelo si accosti all’ altra MN , c d insiu 
che il punto n cada sull’altro N ; sarà chiaro , che 
la corda N ri nello stato di sua evanescenza deli- 
ba congru ire colla NP, tangente della curva in JY. 
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Ed in tal caso essendo il triangolctto evanescente 
IVOre simile al triangolo PMN fatto dalla tangen- 
te , dalla sollangrnte , e dalla semiordinata per 
lo contatto , sarà nO : IVO II KM : MP , cioè 
e : u :: y : MP. Ma la prima di queste due ra- 
gioni si è ritrovata uguale a quella di y"x ad a}y. 
Dunque sarà <y 2 x : a?y y • MP: e sarà quindi la 

Jìyl j .1 

soltangcnte MP = — ~ — — .... ( 74 ) 

y‘x x 

Altro metodo per la medesima indàgine . 

• 

5. 98. II precedente Metodo, tuttoché sia sem- 
plice , e naturale , pur non piace ad alcuni Ana- 
listi , perchè a grandezze infinitesime si attiene. Io 
dunque , volendo rimuover queste dal tessuto di 
quello , seguirò le tracce , che segnò per altro 
scopo , c verso la fine del secolo antipassato un 
nostro insigne Geometra il Sig. Monforte (a) . 

Sia il punto N della data Ellisse quello, ove si 
addomandi condurle una tangente. L'altro punto 
n della stessa curva siagli d'accosto nel medesimo 
quadrante . Le Coordinate CM , ed MN di quel 
punto dato esprimansi per b ed h, e per x ed y le 
coordinale Cm, mti dell'altro punto n preso ad arbi- 
trio . Si unisca la retta nN , clic incontri in Q il 
semidiametro CF, e per JV si tiri la IVO parallela 
alla MC. Sarà nOxxnifi — NM=:_y — h, ed J\ 0 =CM 
— Cm= h — x . Ed esprimendo per 1 : t P igno- 

(a) Fedi Antonio de Monforte de Prohlematum 
determinationc pag. 7 , 8 , 9 , etc. 
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to rapporto «lei scu. _NnO al sen. «NO , sarà 
1 : / :: b — x : y — h , c quindi y — h = t ( b — x). 
Or 1 ’ Equazione delia data Ellisse relativamente 
a' punti n ed N (73) ha le seguenti divise 



Se dunque la seconda di queste due Equazioni 
tolgasi dalla prima , si avrà 

y 2 — h 2 = -3J (b 2 — x 9 ) A 

Ct ' 

E dividendone per y — h il primo membro , e per 
t(b — x) il secondo, ( lo che sempre può effettuarsi 
esattamente (ò) , e convien farsi prima della se- 
guente sostituzione ) , ne verrà 

y -f h = -~(ò-fx) B 

Finalmente nel primo membro di quest* ultima 
Equazione pongasi h per y , e nel secondo b per x. 
Sarà 



Onde la grandezza t resterà determinata , come 
qui sopra (g5) . 

Dim. Essendo uguali per l'Equaz.A i due binomj 
y 5 — ò 2 , e (b 2 — x 2 ) , ed altresì uguali i loro 

divisori y — h , e t(b — x) , dovran benanche pareg- 
gi) La differenza di due qualunque analitiche 
potenze è sempre divisibile per quella delle loro 
radici . Lo che fu noto agli Analisti sin da' tempi 
di Nicolò Tartaglia . 
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giarsi i quoti, che in simili casi deggionsi esatta- 

mente ottenere, cioè y-\-h , e X • Ma 

«' t 

quando la QN divien tangente della curva in Q, 
dee essere (3i) NM = nm. , e Cl\l = C m . Dun- 
que ponendo h per y , e b per x nell’ Equazione 
B , si avrà , fatte le riduzioni , il valore della t 
di già esibito nell’ Equazione C . 

§. 99. Scol. Tanto quel metodo Euleriano, che 
quest’ altro , che vi ho sostituito , si possono 
universalizzare per qualunque curva algebrica , e 
per un sistema di coordinate obblique , che ne 
piaccia. Ed amendue i detti metodi veggonsi pro- 
cedere per uu sentiero retto , e luminoso : evi- 
tandosi quegli analitici andirivieni, che si so- 
gliono per altre vie incontrare . 
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CAP. IL 

belle Tìngenti, e delle Secanti Bell’Ellisse. 

§. 100. Quc' Geometri, clic sì sono impegnati a 
svolger le proprietà de* conici coll’ analisi mo- 
derna, vi sogliono trascurare la Teoria delle Tan- 
genti e delle Secanti di queste linee di ordi- 
ne , o lievi cose sol vi sospingono . Ma 1 ’ analisi 
Cartesiana è potente a svilupparla compiutamen- 
te , e con chiarezza , come il farò vedere in que- 
sto Capo. E poi non so , s‘ ella per la Geometria 
analitica a due coordinate possa riuscirne a lau- 
dcvol fino . 

PROP. XII. PROBL. 

* 

101. Data di posizione la retta PE , che in- 
contri la data Ellisse ANE , e dato in essa retta 
il punto P ; valutarne il rettangolo delle sue par~ 
ti , che restano tra la curva , e'I detto punto , cioè 
il rettangolo NPE . ( fig. l 3 . ) 

Soluz. Dal dato punto P si meni la PG parai., 
lela all'asse AB della data curva . E dallo stesso 
punto P, e dall' altro punto N, ch’è una delle due 
intersezioni della retta PE c dell’ Ellisse ANE, fi 
abbassino le perpendicolari PR , ed NM al detto 
asse . Inoltre si chiamino b , ed h le coordinale 
CR, ed RP del dato punto P : e per le a e c si 
esprimano il semiasse maggiore , e '1 minore , 
come qui sopra si è praticalo (i 3 ) : c posta la 
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PN=x , si faccia sen. 'NPG=m, c cos. NPG=n. 
Sarà PN : PG “ Ragg. : cos.NPG, cioè x : PG 
;; I : re, e quindi PG=rex . E così pure sarà 
NG=mx • Onde le coordinate CM , ed MN del 
punto N saranno rispettivamente b — rex, ed /i-j-mx, 

c 2 , 

Ed essendo NJ1 J = c a — — -CM a per la natu- 

la della data Ellisse , si avrà ne' simboli dì 
queste geometriche grandezze la sottoposta Equa- 
zione 

pi , x s -}-2rej/ix-|-/i 1 =c 5 — — - (è 5 — 3ènx-f-n'x s ), 
clic ordinata rispetto ad x diviene 




2 /re/ia 3 — itile 1 a a A a -{-& a c a 


^TT- X + 


-=o...B. 


re»*a a .4_re a c a ~ 1 m a a a -}-re a c l 
Ma i d uc valori della radice x di^quest’ ultima 
Equazione son designati dalle due rette PN , c 
PE : e 1’ ultimo termine di essa n’ esprime il 
prodotto loro . Dunque sarà il rettangolo 

kpe = c 

E questa cosa doveasi principalmente qui rin- 
venire . Clic se dallo stesso punto P si tiri un’ 
altra segante Pree , la quale faccia colla PG 1’ an- 
golo rePG , di cui il seno sia p , e <] il coseno , 
si dimostrerà co’ medesimi principi quassù ado- 
perali esserne 1’ altro rettangolo 

/» a rt a 4-£> a c a — re a c a ,, 

. nPc = T—Tj D 

c 

^. 102 . Cor. E quindi, condotti nella data Ellisse 
ì semidiametri CF , C.f rispettivamente paralleli 
alle corde NE, ne , si dividano le due frazioni C, 
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li 3 


n l , r .. A B «*+4V‘-*i a c* „ 

e U per lo stesso fratto ! -- , colla 

a~c~ 

quale operazione non vicnsi a turbare il rapporto 
loro ; dovrà risultarne 

JVP£:«Pe : : : ■ . /?— : : cf-.c/^s). 

§. io3. iSco/. Nella li. Prop. del i°. Capo fu- 
ron date di sito lina retta , ed un’ Ellisse , e vi 
sì rinvennero analiticamente i loro incontri . In 


quest’ altra n’ e data di posizione un’ Ellisse , ed 
una retta , die però conducesi per un dato pun- 
to , e si domanda di valutarne il rettangolo del- 
le intercelte fra la curva e ’1 punto . Or se con 
questo parallelo ho voluto a’ giovani mostrare la 
corrispondenza delle proposte indagini ; essi di 
propria avvertenza han dovuto intendere 1’ unità, 
c 1’ agevolezza del metodo , onde le ho eseguile . 
Imperocché la soluzione di questo Problema vèdesi 
guidata per una proprietà dell' Equazioni di 2 °. 
grado , e per un' altra quelle de' Problemi pre- 
cedenti . Ma una serie di utilissime conseguenze, 
di cui le principali ho qui raccolte in forma di 
Teoremi, vedran fluire da questi risultati , clic 
pareano inutili , o almeno di poca importanza . 

(j. io4. Tkoh.i. Se due corde di un'Ellisse s' in- 
tersechino entro la curva , i rettangoli de' loro 
segmenti saran proporzionali a' quadrati de' dia- 
metri ad esse paralleli . E , se questi diametri ne 
s tieno inclinati all' asse ugualmente , nel qual caso 
si debbon essi eguagliare (55) , que' due rettangoli 
saranno uguali . 

§. xo5. Teor. h. Se da un punto , eh' è fuori di 

ir 


\ 
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un Ellisse , le si conducan due seganti ; i rettan- 
goli delle intere seganti nelle loro parti esterne 
saranno come i quadrati de' diametri ad esse pa- 
ralleli . Onde , se i detti diametri sieno ugualmen- 
te inclinali all' asse , que' due rettangoli dovran 
pareggiarsi. 

§. 106. Teor. ih. E conducendo da quel punto 
una segante , ed una tangente alla sottoposta El- 
lisse , sarà il rettangolo dell' intera segante nella 
parte , che n' è fuori , al quadrato della tangente , 
come il quadrato del diametro parallelo alla se- 
gante a quello di un altro diametro parallelo alla 
tangente . E , se questi diametri inclinansi all'asse 
ugualmente , quel rettangolo ne sarà uguale al 
quadrato . 

§.107. Teor. iv. Le due tangenti ( 4 a), che con- 
duconsi da un punto ad un'Ellisse , non sono sem- 
pre uguali , come lo è nel cerchio , ma nella ra- 
gion de' diametri paralleli ad esse. Onde , se quel 
punto stia per dritto con uno dc\due assi , le sud- 
dette tangenti saranno uguali . 

108. Teor. t. Allorché una corda dell' Ellisse 
ne intersechi due altre , che sten parallele ; i ret- 
tangoli de' segmenti di queste saran proporzionali 
a' corrispondenti rettangoli de' segmenti di quella. 

• §. 109. Teor. vi. E , se nell' Ellisse due corde 

parallele incontrino una di lei tangente , i ret- 
tangoli delle intere seganti nelle loro parli ester- 
ne saranno come i quadrati delle parti della tan- 
gente , che restano traile respettive seganti , e 'l 
contatto . 

$j. 1 10. Cor. Dunque un cerchio può segare un’ 
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E llisse in quattro punti . Ei può segaria in due 
punti , ed insicm toccarla in un altro . E può 
benanche toccarla in due punii . Le quali cose 
■discendono dalle seconde parti de’ primi quattro 
Teoremi . Ma non per tanto gioverà conoscerle 
adeguatamente , e colla luce dell’ Analisi del Pro- 
blema , che passo a risolvere . 

P R O P. XIII. PROBI. 

l 

$. in. Data di posizione (a) l' Ellisse ADB , 
e 'l cerchio del raggio r j si vuol determinare , se 
queste due curve abbiami ad incontrare , ed in- 
contrandosi quali sieno i punti del loro incontro ». 

ifig- *4- ) 

Soluz. Le rette AC , e CD dinotino il semias- 
se maggiore, e’1 minore della data Ellisse, che 
qui anche dicansi a , c c : dal punto G cen- 

tro del dato cerchio si abbassino sulle AC , e 
CD le perpendicolari GR , GE : ed esprimansi 
per b , ed h le coordinate CR , ed RG del detto 
centro . Inoltre dal punto M , che suppongasi es- 
sere uno degl’ incontri delle date curve , si or- 
dini all’ asse AB della prima di queste due curve 
la MN ; e le coordinate CN , ed NM , che gli 
appartengono , si chiamino x , ed y . Sarà la 
GO = CN — CR = x — ò, e la MO = MN — NO 
= y — hi cioè a dire le coordinate del cerchio, 

(a) Di quest' Ellisse s' intendono anche dati i 
semiassi conjugatì . 



66 


Trattato Analitico 

saranno x — ò, ed y — h , e 1’ Equazione di que- 
sta curva dovrà essere 

( y — A) a + ( * — A) a = r 2 A 

Laddove quella dell’ Ellisse , come dal i.° Pro- 
blema si raccoglie , n’ è 



Ciò premesso , si elimini la y dalle due Equa- 
zioni A , e lì : e 1' emergente Equazione , che 
dee esser biquadratica , si dinoti per K. Dico es- 
ser le radici reali , ed ineguali dell' Equazione K 
i valori delle ascisse della data Ellisse A DB , le 
quali corrispondono alle ordinate pc' punti d' in- 
tersezione . 

Dim. A’cl punto M , eli’ è uno degl’ incontri 
delle date curve , debbonsi eguagliare le y , che 
corrispondono alla stessa x . Dunque le due lo- 
cali A , e lì potran considerarsi , come due alge- 
briche Equazioni , che abbiano le x , ed y per 
ignote, e che sien potenti a determinarvele . E 
perciò eliminando la y dall’ anzidette Equazioni 
dovrà emergerne la K di quarto grado , che vi 
lien la x per ignota . E tal si rinverrebbe , se il 
calcolo si diriggesse a qualche altro incontro del- 
le date curve (ò) : poiché quivi deggion benanche 
militare le medesime locali A , c lì . Dunque le 
radici reali , ed ineguali dell’ Equazione K do- 
vranno esibirci quelle ascisse della data Ellisse 
A DB , le cui corrispondenti ordinate passano per 
le intersezioni eli essa curva , e del cerchio . 


(1>) Vedi not. (e) Prop. II. 
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Intanto sottraggasi l' Equazione A dall'altra B, 
c nel residuo pongasi in luogo della x la grandez- 
za a, che sia una delle radici reali dell’ Equazio- 
, ne K ; dovrà risultarne (e) la 

.T = _i(c*+A’— r» + & 3 + ^ hp — oba ) , 

2/1 or 7 

che ben si vede esser reale , ed a qual ramo della 
data Ellisse ella ne debba appartenere. Né quin- 
di può temersi ciò, che sovente in simili casi av- 
venir suole , che alle radici reali dell' anzidetto 
Equazione vi corrispondano ordinate immaginarie, 
ed immaginarie intersezioni delle curve . 

§. 112. Cor. 1. Se le due intersezioni L ed M 
del cerchio , c dell’ Ellisse si trovino intervallate 
fra loro per una distanza infinitesima $ la retta 
LM , che conducesi per esse, dovrà esser tangente 
all’ una curva , ed all’ altra : e queste due curve si 
dovran puranche toccare in tal luogo . Ed oltre 
a ciò le ascisse x corrispondenti a que’ due punti 
si potranno prendere per eguali . 

§. n 3 . Cor. 11. Dunque nel caso , che sieno u- 

jL. » 

(c) Il Sommo Newton fu di parere , che per ri- 
solvere elegantemente un Problema solido convenga 
combinar col Cerchio un' Ellisse , come quella , che 
fra le curve coniche è la più facile ad esser de- 
scritta organicamente . E che in tal congiuntura 
ad esempio dell' Immol lale Archimede debbasi pre- 
ferire una comoda operazione alle agevoli geome- 
triche o analitiche speculazioni. Onde ho voluto an- 
che per tal ragione intrattenermi alquanto sulla 
cambi n azion di queste due curve . 
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guati due delle radici reali dell' Equazione K , le 
mentovate curve dovrà n toccarti .Nel’ egualità ili 
queste due radici potrà ascriversi ad un punto 
doppio , eh’ è 1’ incontro di due diverse ramifica- . 
eioni di una stessa curva ; poiché uiuna delle due 
date curve ha un tal genere di rami . 

§.114. Cor. in. Un circolo , che tocchi un’ El- 
lisse , può segarla in due altri punti . Quindi è , 
che se una di queste due intersezioni si accosti al 
contatto , tal ciré vi s’ immerga ; dovrà quivi pro- 
dursi un* altro genere di contatto , che da’ Geo- 
metri suol dirsi osculazione (d) . 

11 5 . Cor. iv. E perciò, se tre delle radici 
reali dell' Equazione K sieno uguali ; quel circolo 
sarà osculatore dell' Ellisse . 

§.116. Cor. x. Se tutte e quattro le radici dell’ 
Equazione K sieno immaginarie , quel cerchio non 
potrà incontrarne 1 ’ Ellisse in alcun punto . 

117. Cor. vi. Un cerchio, che seghi un’ El- 
lisse in quattro punti (no) , non può altrove in- 
contrarla . E, se 1 ’ una di queste due curve toc- 
thi l’altra in due parti del suo perimetro, in niun’ 
altra parte potrà rincontrarla . E lo stesso dc e 
dirsi uri caso , che quel cerchio seghi 1 ’ Ellisse in 
due punti , e la tocchi in un altro . 

(d) L' accuratissimo Giacomo Bernulli così accon- 
ciamente definisce l' osculazione , si concursui dua- 
rum interseclionum , sive contaclui lertia intcr- 
sectio accesscrit , et sic , quod osculimi dicitur , 
elfecerit . Pag. 685 . , e 702. E Schooten Comm . 
iti Cartes. pag. 33 g. del che in appresso . 
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5.118, Scol. La ricerca delle intersezioni di due 
curve algebriche , che per le vie analitiche ormai 
si diriggc , vedesi esposta a inoli’ intoppi , clic ne 
■divietano il progredire. Ed in prima, se il pro- 
dotto de’ gradi dell’ Equazioni caratteristiche del- 
le date curve sia maggiore di \ ; non vi sarà mez- 
-zo da prender le radici dell’ emergente Equazio- 
ne : e ciò per difetto della nostr’ Algebra . Nò s l 
potran quindi Valutar le ascisse, che alle ordinate 
pe’ puuti d’ intersezione corrispondono . Ma pu 1 ’ 
si sappian ccftcste radici, c sieno reali . 11 numero 
di queste sarà quanto quello delle intersezioni delle 
curve ? L’ Ermanno , 1 * Eulero , il Cramer (e) , ed 
altri profondi Geometri dopo di aver dileguati i 
dubbj del Bolle, si avvisaron saggiamente, che il pri- 
mo di que’ due numeri poteva esser maggiore dell’ 
altro . E poi , ancorché vadan Lene tutte queste 
cose -, pur nondimeno , se ciascuna delle date cur- 
ve sia fornita di più rami, sarà dura cosa, e ma- 
lagevole 1’ esplorarvi in quale di essi debba cade- 
re 1 ’ ordinata per ognuna delle intersezioni . Ma 
per buona fortuna niuno de’ detti ostacoli incon- 
trasi nel Problema quassù risoluto : onde senza 
tema di errori procedesi alle conseguenze . E (/*) 

(e) Si legga su tal proposito la Dissertazione di 
Giac. Ermanno Voi. III. Misceli. Erro! in-, Cramer 
nel Cap.IV. Introd. a V Anal. de s ìignes cc. Eule- 
ro Voi. II. Cap. XIX. lutrod. in Analys. Infin- 
gi) Il processo di queste operazioni quanto uti- 
le , altrettanto glorioso al nome della Geometria 
merita di esser indicalo . Sia X=o un' Equazione 
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su tal proposito gioverà anche 1' avvertire , che il 
Problema Inverso delle Intersezioni , il quale di- 
cesi Costruzione geometrica dell' Equazioni , non ri- 
ceva dall’ imperfezione dell’ Algebra detrimento . 
Che anzi la Geometria i cancelli dell’Algebra ri- 
muovendo le porge le radici reali di una qualun- 
que algebrica Equazione , ancorché questa sia al 
quarto grado supcriore . Poiché in tal Problema 
proponcsi un’ Equazione determinata di un qua- 
lunque grado , c coll’ intersezione di due curve 
algebriche , che- vi sieno convenevolmente dedot- 
te , prescelte , c combinate , si assegnan quelle 
-ascisse , che con geometriche diviso le radici reali 
della proposta Equazione rappresentano . 

algebrica di un qualunque grado, ed ella si risolva 
iti due Equazioni indeterminate , eli io dinoto per 
1 F(x i y)=o : cioè queste sien tali , che 
quella , che n' emerge dall ’ eliminarvi la nuova va- 
riabile y sia la stessa X=o. Ove per riuscirne sen- 
za intoppi , esigasi , che in ui\a di queste due Equa- 
zioni la y sia una funzione razionale della x , o 
che tale si possa dal maneggio di esse rinvenire . 
Ciò premesso , si combinino le due curve , che 
liuti per Equazioni J\xy~)~o , e F(x^)=o ; cioè 
quelle curve si dispongano in modo , che abbiano una 
medesima linea delle x, e quivi un medesimo prin- 
cipio di esse , e che le ordinate positive dell' una 
restino sulle positive dell ’ altra adattate . Le ascis- 
se , che corrisponderanno alle ordinate per le in- 
tersezioni , saranno le radici reali dell' Equazione 

X=o . 
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§.119. De/. xiv. Tre grandezze diconsi armoni - 
camente proporzionali , se la massima di esse stia 
alla minima , come 1’ eccesso della massima sulla 
media all’ eccesso di questa sulla minima . 

Son dunque i tre numeri 6 , \ , 3 armonica- 
mente proporzionali per esser condizionati nel 
proposto modo : poiché sta 6 : 3 ;; 6 — 4 '• f — 3 . 
Ed anche sarebber tali questi tre altri numeri 
6 , 3,2, ancorché essi non si scorgano analoghi 
a’ primi - 

120. De/, xv. Una retta dicesi divisa armo- 
nicamente in due punti , quando l’ intera retta stia 
ad un de’ suoi segmenti estremi , come l’ altro 
segmento estremo al medio . Questa proporzione 
fu chiamata analogia conterminale dal nostro va- 
lentissimo Geometra Gian Alfonso Borelli (a) . 

Quando la retta AB (Jìg. 12) si ritrovi divisa ne’ 

(a) Questo Valentuomo ridusse in un ammirabile 
compendio i Conici di Apollonio , dandolo in luce 
in Roma nell' an. 1679 ; e si valse di questa di- 
visione conterminale per ordirvi eleganti dimostra- 
zioni . Il de la Hire in una consimile (pera stam- 
pata in Parigi nell'anno 168 a vi adottò per prin- 
cìpio la divisione armonica , che anche piacque all' 
ingegnoso Sig. Pasquale , al des strghes, ed ad al- 
tri Geometri accurati. Vegga si IVol/ggungo Kra/fl 
Geometr. Subì. 57. E si riscontrino le Prop. 9, 
10, n del Lib.lII. Coll. Mal. di Pappo Alcssand 
perchè queir acconcia nomenclatura (120) non si 
attribuisca al Blondel , o a qualche altro de' ci- 
tati Geometri . 
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due punti C, e O nel prescritto modo , cioè che 
stia AB : BG” AC : CG, due armoniche analogie si 
dovranno in essa contenere: e forse per tal ragione 
Pappo Alessandrino disse armonica cotesta divi- 
sione . Imperocché essendo AC ss AB — BC , c 
CG = BC — BG , sarà AB : BG :: AB — BC : 
BC — BG : e quindi per la precedente definizio- 
ne debhon esser le tre rette AB , BC , BG armo- 
nicamente proporzionali . Ed in simil guisa si con- 
cluderebbe, che sien tali le tre rette AB, AG, AC. 
Per la qual cosa, se mai sia AB = 6 , BC ss 4 » e 
BG ss 3 , e con ciò AG ss 3 , AC ss a , e 
CG — i j sarà per quella divisione armonica 
6 : 3 i : i ; o saran poi armonicamente pro- 
porzionali i tre numeri 6 , 4 > 3 , ed anche gli 
altri 6 , 3 , 2 . 


LEMMA. 

§. 121 . Se i due lati AB, AP del triangolo ABP 
sìeno divisi armonicamente ne' punti C e G, e 
negli altri Q ed R ; le rette CQ , GR , che vi 
congiungono le sezioni superiori , e le inferiori ri- 
spettivamente , dovran convergere ad uno stesso 
punto della base prolungata j se pur non le sieno 
parallele (fig. »a. ) . 

Dimostr. Si ponga AB ssa, BG ss b , AP — a 
PR ss fi: e quindi AG ss a — ò, ed AR ss a— fi. 
Sarà , per la divisione armonica della retta AB 
ne' punti C c G , AB : BG II AC : CG , e 
componendo AB -J- BG : BG AG ; CG, cioè ne T 
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loro simboli sarà « -j- b : b ;; a — b : CG . On- 
de dovrà essere 

CG =* Cip) - c ’" :ndi Ac = “ Cip) ■ 

Nello stesso modo si dimostra doverne risultare 

< 2« = <’(p£)’ e ‘ l 

E si vedrà poi dalle recate espressioni delle CG ,• 
e GB , che stia CG : GB a — b : a ~f- b. Ciò 
premesso , conducasi per R la retta TRS paral- 
lela al lato AB del proposto triangolo . Sarà il 
triangolo AQC simile all’altro RQS , e quindi 
AQ : AC :: QR : RS , cioè 

onde sarà RS = -- -^ ì . 

a \a-\-b/ 

Ma per la similitudine degli altri due triango- 
li ABP , RTP sta AP : AB :: RP : RT , cioè 

a: a TI fi ■ RT, che sarà uguale ad . E sa- 

a 


rà quindi RS : RT ” a — b : a b , lo che nel- 
le loro espressioni si ravvisa . Dunque starà 

CG : GB " SR : RT ; e le due CQ , c GR do- 
vran concorrere ad un medesimo punto della ba- 
se BP prolungata verso H . 

Che se mai si ritrovi esser BA : AC ;; PA : AQ, 
dovrà esser anche BG : GC ;; PR : RQ (ìao) : e 
quindi per le geometriche nozioni sarà tanto la 
retta CQ , che 1’ altra GR parallela alla base BP 
del proposto T riangolo . 


t 
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P R O P. XIV. T E O R. 

122. Se dal punto A cadano nella sottoposta 
Ellisse NBG le due tangenti AB , AC , ed una 
qualunque segante AE ; questa segante dovrà esser 
divisa armonicamente dalla curva NBG , e dalla 
retta BC fra' contatti . ( fig. 16. ) 

Dimostr. Si tiri la retta AK , per lo punto A, 
e per lo centro dell’ Ellisse NBG . Ed a questo 
diametro si conducano per le sezioni D , ed E le 
semiordinate DP , EK , che incontrino in H , 
ed F la tangente ACF . Ed oltre a ciò si ponga 
DP =jr EK. = Y , HP = * , FK = V . Sarà 
per la natura del triangolo KÀF , dal cui verti- 
ce A si è coudolla in sulla Base la retta AE , 
V s — Y? : r 3 — < y 2 ;; AF 3 : AH 3 . Ma per la 
natura (109) della tangente AC dell’Ellisse NBG 
sta poi V 3 — Y 3 : v- — 1 ‘. CF 3 CH 3 . Dunque 
Starà AF 3 : AH 3 CF 3 : CH 3 , ed AF : All 
CF : CH, cioè AE : AD :: EO : OD . 

§. ia 3 . Cor. 1. Sia {fig- i 5 ) come qui sopra (95) 
il semidiametro CA = a, l'ascissa dal centro , che 
corrisponde all’ ordinata per lo contatto , cioè 
CN = x, e quindi NA = CA — CN = a — x , ed 

NG=CG+CN=:a4-.r. Sarà (g 5 ) CP = -fL, «perciò 

• X 

GP = CG + CP = -(«+*) , c 

X 

PA = CP — CA = -(a—x) . 

«.*• x 
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E conoscendosi per intuizione esserne 

— (a+x) : —'a — x) ;; a-j-x : a — x , 
x x 

salali proporzionali Je grandezze da questi simLoIi 
rappresentate , cioè a dire starà GP : PA;|GN ; 
IVA . E perciò 

§. ia.{. Caroli, ir. Un diametro dell ’ Ellisse , che 
incontri una qualunque tangente di essa curva , dea 
restar diviso armonicamente dal perimetro , e dall' 
ordinata per lo contatto . E questa verità discen- 
de immediatamente dalla natura di tal curva , e 
senza ricorrerne all’ intermedia teoria delle tan- 
genti , e delle secanti , come si è praticato in. 
questo Teorema. 

P R O P. XV. T E O R. 

ia 5 . Se*dal punto À esistente fuori V Ellisse 
JVBG cadano su questa curva le due tangenti AB , 
AC , e le due seganti AG , AE ; le rette LD , e 
GE , che passano per le sezioni superiori , e per 
le inferiori rispettivamente , dovran convergere ad 
uno stesso punto della retta BC fra' contatti : se 
pur non sien quelle parallele a questa, ( fig. 16 ) . 

Dimostr. Al presente Teorema può adattarsi la 
medesima dimostrazione del Lemma precedente . 

^.126. Corali. 1. Se la segante AG si volga con 
molo angolare intorno al punto A, e verso l'altra 
segante AE ; le rette , che uniscono i punti mo- 
llili L c G cogl’ immobili B e C,‘ dovran sempre 
unirsi fra loro in uu punto della retta BC fra’ 
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contatti . E nell’ atto , che la AG passa a com- 
baciare coll’ altra AE ; le corde de' due archetti 
D<i , Ee, o le tangenti della curva in D , ed E, 
dovran benanche raccorsi in un punto della BC . 

§. 127. Cor. 11. Dunque , se dui punto A cada- 
no sulla sottoposta Ellisse NBG le due tangenti. 
AB , AC , ed una sola segante AE , e ne' punti 
D et l E, o>*e questa ne incontri Incurvarle si con- 
ducano le tangenti DR , ER ; anche queste tan- 
genti dovranno unirsi in uno stesso punto della ret- 
ta BC fra' contatti . 

128. Scol. Nel congegnare un’ analitica di- 
mostrazione al presente Teorema più ore \o spe- 
si indarno nel voler quella dall’ Equazion dell’ 
Ellisse ed in facil modo derivare. Ma poiché mi 
avvidi, che cotesta ricerca potevasi istituire in un 
triangolo , i cui lati fosser divisi armonicamente , 
e pe’ punti delle divisioni vi passassero due ret- 
te ; io mi rivolsi di huon grado ad esplorare , 
se queste rette dovesser convergere ad uno stesso 
punto della base . Ed , avendo ciò analiticamen- 
te , ed in agevol maniera dimostrato , ne formai 
il Lemma precedente, che racchiude una rigida , 
e soddisfacente dimostrazione al Teorema quassù 
proposto . 
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PROP. XVI. TEOR. 


5 , 129. Nell' Ellisse AMG il rettangolo delle due 
tangenti verticali AO , GT, comunque tagliate da 
una tangente laterale OT, è sempre uguale al qua- 
drato del semidiametro CQ parallelo a quelle due 
tangenti . Ed un tale rettangolo n' è poi un Mas - 
simo ( j%. i5. ) . 


Dimastr. SI ponga il semidiametro CA=a, cioè 
quello , clic passa per lo contatto di una delle 
<luc tangenti verticali , e I suo conjugato CQ=y. 
Ed oltre a ciò si chiamino x , ed y le coordina- 
te CN , ed S*'M , che corrispondono al punto M 
del contatto della tangente laterale MO , che in- 
contri la CA in P . Dovrà esser (95) la retta 

PC = — , la sottangcntc PN= - — — ; e quindi 
x x 

PG=PC+CG = -(a+x) , e 

X 


PA— PC — CA = *(st — x), come nel iaa. 

X ' * 

Ma i triangoli PAO , PGT sono simili al tri- 
angolo PNM . Dunque sarà PN:NMi;PA: AO , 
ed anche PN : NM i; PG : GT $ cioè ne 1 sim- 
boli di queste grandezze dovrà essere 

■£=?-., :: f (*_): AO = * , ed 

X J X a+x 


•• y 


: -(a+x) : GT = -V 


X ~ X 

E sarà finalmente il rettangolo 

0 


Digitized byGooglc 



78 . Trattato Analitico: 

AO X GT = = y’ : 

(a — x'J 

ponendovi il valore della y* esiLito nella Prop. VII. 

Part ii. Inoltre dal punto t della TS vicinissimo 
all'altro T conducasi a quel punto M del contatto la 
retta (M, che incontri in o la tangente verticale AO. 
Si potranno avere per simili i due triangoletti TMf, 
OMo-. OnJc sarà T/ Ooi: TM:MO:: GN.NÀ . Ma 
per la divisione armonica (122) della retta PG ne’ 

punti A ed N sta GN :NA :: GP: PA :: GT. AO. 
Dunque sarà T t : Oo ;; GT : AO . Ed essendo 
il decremento della GT all’ incremento della AO, 
come la GT alla AO, il rettangolo di GT in AO 
sarà nn Massimo , o pure un Mimmo (a) . Ma 
qui non può militare il Minimo , potendo svanire 
il rettangolo di GT in AO , quando la TM fac- 
ciasi passare per lo. punto A , o per l’altro G . 
Dunqu’ ei dovrà esserne un Massimo « 

(a) Suppongansi variabili (fig. 19) ì due lati AB, 
BC del rettangolo ABCD, e'I primo di essi crescer- 
ne della particella B b, e i’ altro descrcscerne della 
Cc. Sani chiaro , eh' essendo AB : B b H BC : C c, 
debbano essere uguali i rettangoletti BòRc , e 
QeCD. Onde in tal caso non avrà alcun incremen- 
to epici rettangolo ABCD . Ma quando una gran - 
d • zza non ha più incremento , dee esser giunta nel 
massimo suo grado. Dunque il detto rettangolo sarà 
un massimo . Intanto io qui appresso dimostro il 
medesimo assunto con un metodo analitico , che non 
dipende da grandezze infinitesime , ed è ben di- 
verso da quello del sugace Iludden . 
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§ l 3 o. Cor. 1. Si tiri il semidiametro CI’ parai- 1 
lelo alla tangente laterale MP , il quale si chiami ' 
fi , e 1 ' altro CQ la incontri in B . Sarà CA 2 : 
CF 2 ;; GP X PA : PM 2 (106) : e quindi CA : 
CF II V(GPxPA) : PM . E questa retta PM 
ne’ simboli di quelle dovrà risultarne ugua- 
le a — y |, (a" — x 2 ) . Ma per la 2, EI. VI. sta 

PN : NC :: PM : MB , cioè 



\V" 


MB =s 


fa f 

V(«—x 2 ) 


Dunque dovrà essere il rettangolo di PM in MB ' 
uguale a fa , come ben si ravvisa nel moltiplicar- ' 


ne i valori de’ suoi lati . 


§.i 3 i. Cor. 11 . E perciò il rettangolo delle parti 
di una tangente dell'Ellisse , le quali restano tru'l 
contatto e gl' incontri di due qualunque semidia- 
metri conjugati , sarà di una costante grandez- 
za , cioè uguale al quadrato del semidiametro 
parallelo ad essa tangente . 

5. i 3 a. Cor. m. Ed a questo quadrato sarà 
anche uguale il rettangolo delle parti della tan- 
gente laterale , che restano tru'l contatto , e due 
qualunque tangenti verticali . Poiché si sa dalla 
Prop. XII. $. 107. esserne < 

AO y GT y 

fai) ~ J ' e TM == p ' 

Dunque , moltiplicando la prima frazione per la 
terza , c poi la seconda per la quarta , si avrà 


AOxGT 

MOxTM 


— . Ma in questo Teorema si è 
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dimostrato AO X GT = y 3 : dunque sarà MO X 

TM = fi 1 . 

§. i33. Scol. La verità , che ho dimostrata nel- 
la a. * parte di questo Teorema, fu ignota a' Geo- 
metri antichi , e si é conosciuta non ha guari dall’ 
acutissimo Sign. Lagrange col suo Metodo delle 
Variazioni, o con quello, onde suol rinvenirsi * 
una curva , che sia adorna di una data proprietà 
di Massimo, o di Minimo in ciascun punto. 11 dot- 
tissimo Sig. Lacroix dìriggesi allo stess'oggetlo col 
Metodo de’ Massimi , e de' Minimi delle Funzioni 
Differenziali (A). Ed io mi lusingo, che hon debba 
dispiacere a’ Geometri l’averla io rilevata con po- 
chi giri di Analisi geometrica, ed in un modo più 
generale di quello de’ due lodali Analisti . Poiché 
essi si sono limitati al solo caso , che le parallele 
AO , e GT sieno perpendicolari alla retta GA , 
che vi congiunge i due punti dati A , e G : o 
questa retta può esserne comunque obbliqua a 
quelle due . Ma non per lauto quel primo caso 
può anche risolversi coll’ Analisi de’ finiti in facil 
modo , come il fo qui appresso , proponendo ne’ 
seguenti termini il Problema . 

1 34- Probi. Dato il punto M , eh' è in mezzo 
alle due rette AV, e GT perpendicolari alla stessa 
retta A G , determinarvi il sito della trasversalg 
OT ; sicché il rettangolo delle due intercette AO, 
e GT sia un Massimo . 

(b) leggasi il tj. it>8. delle Funct. Analyt. del 
Sig. Lagrange : e'I 8.{a. del Calcolo Jntegr. 

del Sig. Lacroix . 
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Soluz. La tangente trigonometrica dell’ angolo 
VlVlO , eh’ è una grandezza ignota , si chiami t , 
e per b ed A esprimansi le coordinate AN ed 
KM del dato punto M , che si rapporti alla di- 
rettrice AG . E ponendo uguale ad a la CA me- 
tà di AG , sarà NG = 2 u — b , che per brevità 
esprimasi per f. E dovrà essere VO = bt (c) , 
TS = ft , AO h — bt , GT =; * + fi , e 1 ret- 
tangolo di AO in GT =z A 1 fht — blu — fbt*. 
Ciò premesso , si chiami q* il valore di que- 
sto rettangolo : e 1’ Equazione , che ne nasce , 
pareggiando q 1 col precedente quadrinomio , si 
ordini rispetto a t ; avrassi quest' altra Equa- 
zione 

,, , “-a . _ **-,> 

' + ’ 

che risoluta co’ precetti dell’ algebrico algoritmo 
ci offre 




h* — q % fbh — fh e 




)0 


B 


bf 1 v a bf 
Ma cotesto radicale diviene immaginario , quando 

9 a è maggiore di ò* -}- ^ » come l’é chiaro 

4 yf 

di per se stesso . Dnnque quest’ ultima espressio- 
ne sarà il valore della 9 * nei suo massimo grado. 
E svanendo in tal supposizione il secondo mem- 
bro dell’ Equazione B , dovrà restarne il primo 
ugi\ale a zero : e quindi sarà 1 * ignota 


' = ^ = 


h a — b 

b ^ la — b 


C . Cioè 


(c) Fedi nota (a) tj. a 4* 
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Sa 

— ■ : b[l2a — b:a — /->, ovvero (J) PN:NAi;NG:NC. 

Ciò postò si prolunghi la NM in D , sicché 
’ND sia media proporzionala traile due AN, cd NG: 
e la CQ parallela alla NM sia quarta proporzio- 
nale iu ordine alle (sa) tre rtttò DN , MN, AC. 
E poi (1) co’ semiassi coniugali CA , CQ inten- 
dasi descritta 1 ’ Ellisse AQG , citi si tiri ( 38 ) nel 
■plinto M la tangente TMP Sarà da quel , che 
lio conchiuso nel 97. , la sottangente all'ascis- 
sa dal vertice vicino , come quella dal vertice ri- 
malo all' ascissa dal centro : cioè PN : NA ; ; 
NG : NC. E quindi cotesta largente laterale do- 
vrà troncarne dalle verticali le parti AO , e GT , 
* che vi contengono il massimo rettangolo . E po- 
tendosi ciò dimonstrare per qualunque altro pun- 
to dell’ Ellisse AMG ; questa curva sarà fornita 
della proprietà di un Massimo in ciascun de’ suoi 
punti i 

5. 1 35 . Caroli. Supponendo esser la retta AG 
obbliqua alle due parallele AO , GT, in una con- 
simil maniera si potrà conchiuder lo stesso assun- 
to . Ma qui la t dovrà dinotarne il rapporti dèi 
seno dell’ angolo OPA al seno dell’ altro AOP : 
come fu praticalo nella Prop. XI. 

§i 36 . Scol. Il voler conseguire con un Metodo 
Sublime ciò , che può aversi con un artifizio ele- 
mentare, non si è mai riputalo lodevole impegno. 
E perciò 10 son d’avviso, che il mezzo convenien- 
te por l’indicata ricerca sia l’impiegarvi il Metodo 

(</) Ibidem . 
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• Volgare de’ Massimi , e de’ Minimi , cui potrà a- 
dattarsi 1’ altro , che dicesi Metodo Inverso àci- 
de Tangenti , cioè quello , onde da una data pro- 
prietà di una curva vi si rimonta alla natura . E 
tanto nell’ un metodo , che nell' altro potrà pro- 
cedersi colla Geometria , o coll’ Analisi de’ finiti, 
o degl* infiniti , come piacerà all’ Analista (e) . 

i3y. Def xvi. Due Ellissi si dicono simili fra 
loro , se abbiano gli assi maggiori proporzionali 
a’ minori . 

P R O P. XVII; T E O R. 

^ 1 38. Data di posizione ! Ellisse AOB , e 7 

punto P , ritrovar la linea , che pausa pe' punti 
medj delle corde , che conducansi per esso punto . 

(ftg- »7- ) • 


Soluz. Per lo punto P distendasi , ove ne piac- 


(e) Nell Equazione C si pongano le variabili x, 
ed y in luogo delle due b ed h, e per la t il rap- 
porto del differenziale della y a quello della x 
( not. (a) §. 24. ) , cioè dy : dx . In tal modo 
V anzidetta Equazione si cangerà nella seguente , 
eh' è una delle differenziali separate , 

a — x 

?)- 


y V2 ax — x* 


Ed ella integrata co' principj del Calcolo Sommato- 
ria ci somministra l' Equazione C y i — aax — x* , 
eli è all' Ellisse . Ove dovrà esser la constante 
C =: a 1 : o 1 , ponendo CQ = c v ... 


V, 
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eia , la corda N/t , il cui punto medio sia F . E 
drgli estremi N ed n di essa corda , c dal pun- 
to medio F si abbassino le perpendicolari ND , 
mi , FE all'asse maggiore AB, e poi sul minore si 
tiri dal dato punto P la perpendicolare PII . In 
oltre si ponga PII = b , CH = h , PM = v , 
PG = x , e GF = y. Sarà PG i GF :: PM : MN 
pe’ triangoli simili PGF , PMN , cioè ne’ loro 

VY 

simboli x : y ;; v : MN = — . E sarà poi la 


DN = DM — MN h — , e la CD = PH 

PM = b -f- v . Ma per la natura dell’ Ellisse 
ANB (16) dee esser DN 3 -c 1 -— X CD 3 . 

* a s 

Dunque cogl’ indicati valori delle DN , e DC do- 
vrà prodursi la seguente Equazione 

h? — 


•xhvy « c 


— c 3 — — r(è 3 -l-a<&»'4-v 3 y .A 

x *» o 3 1 1 ; 

La quale ordinata rispetto ad v trasformasi in 
quest’ altra 

Aa 3 xr— ‘-Ac 1 * 3 . -, 

— 2v — etc. .... B 

a l y*-j-c'*x* 

Or si sa per le algebriche teorie, che la metà del 
coefficiente del a.° termine dell’ Equazione B 
preso con segno contrario debba eguagliarvi la 
semisomma delle radici PM , e P/m , che (a) 


(a) Le rette PM , e P m diriggonsi a parti op- 
poste : onde , se V una di esse è positiva , /' altra 
dee esser negativa : e la loro somma per questa 
contrarietà di segni dovrà equivalere alla dupla 


* 
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qui è la PG . Dunque ne’ loro simholi sarà 

ha*xv — bc*x' 1 .... . . „ . . . . 

=x, cioè AaV — bc*xz=:a*jr*-\-c*x* y 

a^y-^cx* 

Quest’ultima Equazion può avere la seguente forma, 
(h y a 9 A i -f-ò a <r a c* , ,ls* t ' 

( I > = — 4 ? ^ + • t) - C 

Sicché paragonandola all’ Equazione A del Pro- 
blema i.» , si vedrà immantinente , che quel- 
la al par di questa dehbasi appartenere ad un 
E Ili ssc, di cui le coordinate rettangolari son espres- 
se da’ binomj , ed \h~-y , e(l i quadrati 

del semiasse minore , e del maggiore vi son indi- 

fc5 a *_LA* c a h^a-4-b^c* 

cati dalle frazioni , ed -ì , 

« 4 a* 4 c' 1 

che osservansi proporzionali alle c* ed a a . Dunque 
ij. rìg. Teor. Nell' Ellisse la linea , che dee 
passare pe' punti medj delle corde convergenti ad 
un dato punto , F è un' altra Ellisse simile alla 
prima (i3y) , e similmente posta . 

§. i4o. Scol. J1 Sig. Tommaso Perrelli esper- 
tissimo ne’ Metodi geometrici , ed analitici , co- 
me il rileviamo da certi suoi Opuscoli , e dagli 
encomj fattigli dall’ Ab. Grandi , dal Fabroni , 
e da altri sciolse geometricamente e con greca 
nitidezza un tal Problema . Era dunque necessa- 
rio , eh’ io vi applicassi 1’ analisi algebrica , non 

PG : e la PG esser la semisomma di quelle rette. 
Che se il punto P fosse fuori la curva , coteste rette 
avrebber lo stesso segno , e converrebbe effettiva - 
mente sommarle , come si è praticato nella Pro- 
pos. VI. in fine, > 
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solo per attenermi al sistema didascalico , che ho 
prescelto sin dal principio ; ma perchè dovrò va- 
lermi del risultato analitico di questo Problema 
per risolverne un altro più preclaro , e che sem- 
bra agli analitici Metodi- restio . Iutanto la solu- 
zione del presente Problema vedesi guidata per una 
proprietà delle quadratiche Equazioni , qual n’ è 
quella della Prop. VI. E la soluzione del seguente 
Problema non è, che un magistero di Eliminazione. 

PROP. XVIII. P R O B L. 

1 4 1 • Data di posizione f Ellisse ANB , e'I 
punto P , vuol determinarsi la linea , ove n' è al- 
logato il concorso R delle due tangenti condotte 
per gli estremi" di ciascuna corda N« , che passi 
per quel punto dato (fig. 18. ) . 

Sol. Si tiri la retta CR dal centro C della data 
Ellisse al punto R , ove concorrono le tangenti 
condottele per gli estremi N, ed n della corda Nb* 
eh’ è una di quelle, clic passano pel dato punto P. 
Sarà chiaro , eh’ ella debba incontrarne la corda 
nel punto medio F (96). Dal punto T, ove la 
• medesima retta ne sega la curva, e dagli altri punti 
R ed F si tirino sull' asse AB della detta curva 
le perpendicolari TQ, RS, FE . Dovranno essere 
continuamente proporzionali le tre rette CS, CQ, 
CE al par delle loro analoghe CR, CT, CF (g 5 ) t 
E perciò ponendo , come qui sopra , PH = b , e 
CH — h , si chiamino v e z le coordinate CS ed 
,SR del punto R. Ed oltre a ciò si ponga la CQ=f, 
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e (g 5 ) quindi la CE = — . E poiché per la si- 
militudine de’ triangoli CSR, CEF sta CS : SR ; ; 
CE : EF , cioè v 1 2 ;; L. : EF , sarà — il 

V 

valore della EF . E così anche per la somiglianza 
de’ triangoli CSR , CQT è CS SR :: CQ : QT, 

cioè a dire v : z II t : QT. Onde sarà QT = ^ • 

E si dovrà poi concludere , che le coordinate del- 
la proposta Ellisse AOB, e dell' altra, eli’ è la lo- 
cale de’ punti F (140), abbiano i seguenti valori; cioè 

CQ = f , 


PG = — 


b , e 


QT = — . 

V 

GF — h — —. 


Ciò premesso , si ponga t per x , e h 


per 


y nell’ Equazione y~ = c s — , che appar- 




liensi (16) alla prima di queste due Ellissi . Sarà 

fV . cH 3 


— = c a — — - , e quindi t'xx. 


v* a 1 ’ * a'z'+c'v* 

Similmente nell’Equazion a~y'-^c"x"'=z.ha' 1 Y — ic'x, 
eh’é alla seconda Ellisse, si pongano per le x, 
cd y i valori delle coordinate PG, e GF di già re- 
cali . E fattevi le riduzioni de’ teraiini si troverà 




+ Ù! = *2!l + be' 

V v 


E con ciò 


f» = 


ha 3 z-^-hc'v 

a 3 z 3 -f- c*v* 
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Sicché pareggi, indo i valori della medesima t* 
esibiti nell’ Equazioni A , e B , si otterrà 


a c * — Aa-z-j-ic’p , e z = v Dunque 

• |J- Teor. La richiesta locale è una retta 
inclinata ali asse della figura per un'angolo , di 

be' 1 s 

cui n' è — la tangente trigonometrica , ed ~ 

fu ^ 

la disturna del centro dell ’ Ellisse dal punto , ov' 
élla incontra l' asse . 


§. t fi. Cor. i. La retta RV sia 1* anzidetta lo- 
cale , e 1 ’ angolo , ond’ ella s’ inclini all* asse , 
si dinoti per p . Si unisca la retta CP, e si chia- 
mi 6 1’ angolo d’ inclinazione della CP al mede- 


simo asse» Sarà - =r Taug.9 . Ed avendo prò- 


9 2 

posto in questo Teorema esser Tang.p -t- 

har 


sarà Tang.p = ) 

1 ang .0 

Onde ( 77 ) la retta RV 


semidiametro coujugato di 
dato punto P . 


dovrà esser parallela al 
quello , che passa pel 


i/ff. Cor. ir. Sicché, se facciasi CL a CA , 
come CA, a CV,e per V poi si distendi la retta 
V lì parallela al semidiametro conjugato di quello, 
che passa per lo punto P ; la retta Vii sarà la 
locale addiinandalu . Imperocché il punto V è il 
concorso (36) delle tangenti menate all’ Ellisse 


per gli estremi dell' ordinata all’ asse , la qual sì 
conduce per quel punto dato . Dunque sapendosi 
un punto di questa retta , e la sua inclinazione al 
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dello asse, ella si potrà determinare in si faci! modo. 

i 45 . Scoi 1. Quest’ ammirabile proprietà deli’ 
Ellisse , che poi vedrassi appartenere a tutte e 
quattro le lince di sccond’ordiuc , vieti dimostrata 
ne' cor si sintetici con brevi luminosissime ragioni. 

Il Sig. Monge insigne Geometra , ed Analista la 
deriva da principi sublimi , e per la Teoria (a) 
de' piani tangenti alle superfìcie di rivoluzione . 
E mi parea conveniente rilevarla coll’ Analisi 
Cartesiana , c con solamente considerarvi I’ Equa- 
zioni alla data Ellisse , ed alla locale de' punti medj 
delle sue corde , che passano per un punto dato . 

§. 146. Scol. 11, Io mi lusingo, che non sia un 
disadorno finimento di questo Capo P indicare a’ 
giovani , come coll' Analisi Cartesiana si possa 
risolvere il Problema di condurre una tangente co- 
mune alle due Ellissi MAP , FRQ date di sito , 
di specie , e di grandezza (6) . Sia dunque la MF 
una cQinun tangente (fig- 20) alle due curve date. 
La retta CG , che unisce i loro centri , la «in- 
contri in B . Le MN , ed FE sìeno le stmiordi- 
uate a* semidiametri CA , GR : e quelle passino 
pe’ punii M , cd F di contatto : e poi la FD sia 
parallela alla MN. Sarà dato di specie il triango- 
lo FDE : onde i suoi lati FE , FD , DE potran 
supporsi prop orzionali alle tre grandezze date 
m , n , r . Inoltre sì chiamino « , ed h i semidia- 
metri dati CA , GR : e y , c g i loro corrjugal: , 

*(«) Geometr. descript, (j. 39. 

(b) Un' Ellisse dìcesi data di specie , quando sia 
dato il rapporto de' suoi assi 1 
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E posta la CG = b , si dicano x , ed v le sue 
parti CB, GB: e con ciò la vz=ib — x. Sarà (c) 

CN = — , NB = 3—^, ed MN = *V(x 2 — «*)• 

X x X 

Onde dovrà essere MN : NB :: y : V(x* — <r) , li- 
berando da’ fattori comuni l'espressioni delle MN, 
ed NB . 

Similmente sarà 

BE= , FE = *- 

FD= 2£y(v*^A*), DE = A 2 ) , e 

/7I V 

DB=BE — DE= — r JLi/(v'—h') . 

v mv 

E si conchiuderà , come nel §. prec: , esserne 

FD : DB :: Zi. : y (u 2 — A 3 ) — 2. ; ■ 

, m rn 

Ma pe’ triangoli simili NBM , FBD sta MN : 
NB ” FD : DB. Dunque ne’ simboli di queste ra- 
gioni , ove siasi posta b — x per v , si avrà 

7 : y (**—«') :: 2£ : V(a 2 — 2 a*4-* 2 — a 2 }— H. . 

m m 

Sicclic, riducendo siffalt’ analogia in Equazione, e 
liberando questa da’ radicali, si otterrà un’Equa- 
zione biquadratica , le cui radici reali saranno i 
valori numerici delle CB , CB' , etc. soddisfacenti 
al quesito . Del che altrove . 


(c) Vedi §. t)5 per la prima , e seconda espres- 
sione : e la terza poi si ricavi _ dal porvi (j3) 

KM* = 2l( a ’_ CN 2 ) . 
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CAP. III. 

• de' fuochi dell' ellisse . 

i/\j. I primi punti ad esser distinti, e de- 
finiti in quella genesi dell’ Ellisse, eh' io recai nel 
§. primo , non son che i fuochi di essa , de' quali 
qui debbo ragionarne a disteso . Ed in primo 
luogo V ordinata all'asse, la quale gli si conduce per 
ciascun de' due fuochi, è quanto il parametro prin- 
cipale (78) . Poiché ponendo e per x nell’ Equa-, * 
zione all'Ellisse (16), e nel risultalo c 3 per a 1 — e 3 , 
otticnsi 

y" 1 = — -, e con ciò y—\p , e iy=p (79) 

§. 1 48. Inoltre ogni retta, che da un fuoco dell' 
Ellisse si tiri ad un punto di questa curva, espri- 
mesi razionalmente per la sua ascissa : e propria- 
mente l' è uguale al seguente binomio lineare 

a + — , ove il segno -j- dee valere , s' ella sia 

il 

maggiore del semiasse , e'I — , se ne sia minore . 
La dimostrazione di questa verità può anche 

c 3 

attignersi dal Probi. i.° sostituendo c 3 x 3 

a 3 

in luogo della y 3 nell’espressione \/(y 3 -f-(e+x) 3 ), 
che ne disegna la detta inclinata . Poiché in tal 
modo il quadrinomio , che sotto di questo segno 
si contiene , diventa un quadrato perfetto , aven- 
te quel binomio per radice . Ed in questo aspet- 
to il sommo Eulero , cd altri Analisti bau sag- 
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giamente ravvisato i fuochi delle curve coniche . 

§. 149 . Sicché volendo esibire in un geometrico 
prospetto coteste analitiche nozioni, si formi il qua- 
drato ACBD sul semiasse maggiore AC dell'Ellis- 
se ALK ( dg -zi). E presa nel lato AD, o nel Suo 
prolungamento la retta AH , o 1' altra A/t uguale 
ali' eccentricità CF : si congiungano le due CH , e 
CA Queste due rette saranno le locali del bino* 

CJC * 

mìo a •4* — . Cioè a dire all' ascissa BQ corri- 
a 

sponde dal fuoco vicino F un' inclinata quanto la 
QiV, e dal rimoto f 1' altra uguale alia Qn . 
Imperocché posta la BQ = CM = x , sarà la 

MN = Ma = — , essendo CA : AH:;CM : MN, 
a 

e quindi dovrà essere QN=QM— WN=a — — » 
. a 

• c Qn =- QM -f Ma = a + il . 

a 

i5o. Dunque le rette , che si conducono dai 
due fuochi di un 1 Ellisse ad un medesimo punto di 
questa curva , sono prese insieme uguali all ’ asse 
maggiore di essa . La qual cosa è anche conse- 
guente alia genesi dell’ Ellisse ( 1 ) . 

§.i5i. Def. xvii. Se per un de’ due fuochi dell’ 
Ellisse si tiri 1' ordinata all'asse , e pe’ suoi estre- 
mi le tangenti alla curva , il concorso di questo 
due rette suol dirsi punto di sublimità . E la pa- 
rallela menata per questo punto a quell’ ordiuata 
si chiama linea di sublimità . 

i5a. Cor. 1 . In ogni Ellisse debbon esservi 
due punti di sublimità , ed altrettante lince di 
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sublimità, che vi sono al disopra de’ vertici prin- 
cipali della curva . 

<j. 1 53. -Cor. 11 . Da quel, che si è detto nel I.* 
Capo si raccoglie (_/%". 22 ), che il semiasse CA 
debba passare per lo concorso (Jelle tangenti KL, 
DI» menate all’ FUissp per gli estremi della DK 
ordinata all’ asse , e per lo fuoco F: e elie debba 
esser CF : CÀ CÀ : CL . Onde ne’ simboli 

delle CF , e CA sarà CL , cd LF = $L 



d e 


§. 104 . Cpr. jit. Dunque ciascuno de' due punti 
di sublimità dell’ Ellisse dee stare nell’ asse pro- 
lungato di tal curva , distandone dal fuoco vicino 
per una retta , eh' è terza proporzionale in ordi- 
ne all’ eccentricità , ^1 al semiasse minore . 

PROP. XIX. T E O lì. 


§.*i55. Le rette , che d' amendue Jt fuochi dèli ’ 
Ellisse si tirano ad uno stesso punto di una tal 
curva , debbono esser ugualmente inclinate alla (un- 
gente condottale per quel punto . O. vi debbon co- 
stituire angoli uguali colla normale . ( fig. 2 j. ) 

Dimostr. Al punto M dell’ Ellisse AMB iuten- 
dansi condotte la tangente Gg-, e la normale MB, 
ed allo stesso punto M i due rami FM, ed yj\l . 
Dico esser tra se uguali gli angoli FMG , fMg , 
e quindi anche i loro complementi FM11 , ed 
/MR . Imperocché ponendo 1’ ascissa CN=x , e 

7 
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c’a- 

fon ciò (44) la sunnormale RN =: — , sarà la 

a 1 

rimanente Cl\=:r — UL — x ( “ ~ c ^ = C -~f. 

« 2 \ u‘ J ti 1 ' 

Se dunque quest’ultimo fratto tolgasi dalla CF=e, 
ed ei pur si aggiunga alla C \f=ze , avrassi 

FR=e — L ~ -i/'a-fi.V cd 

« a \ a / 

a* «\ a J 

Ed essendo , come intuitivamente ciò si com- 
prende , 

ex ex e / ex \ ef ex \ 

saran ben anche proporzionali le rette rispettiva- 
mente espresse da questi binomj , Cioè a dire 
starà F.\I : /M;:FIt ; fR ; onde per la 3. El.VI. 
saran tra se uguali gli angcm FMR,/A1R , e con 
Ciò benanche uguali i loro complementi FMG, /"Al g. 

V R o P. XX, T E O R, a 


§. i56. Le rette , che d' amendu e i fuochi dell ’ 
Ellisse conduconsi ad un medesimo punto della 
curva , contengono un rettangolo uguale al qua- 
drato del semidiametro conjugato di quello , che 
passa pel detto punto . E 'l rettangolo de' proposti 
rami starà al quadrato della normale in duplicata, 
j-agione dell' asse maggiore al minore , 

THmastr, Premesse le medesime indicazioni del 
prec: Teorema , si chiami a il semidiametro CAI , 
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e y il suo coniugato CQ . Sarà per la 1. part 
Prop. Vili. <t 7 -j--y s =a 1 -|-c 1 . Sicché togliendo et 1 
del primo membro , e dal secondo il suo va- 

lore c* -j — , qual fu recato nel Coroll, I. 

Prop. I. , dovrà rimauervi 

~ = (a- -^) , cioè 

CQ 2 = FM x /M . 

Part. II. Inoltre nel Coroll. I. Prop. V. si è di- 
mostrato il quadrato della normale MR uguale a 

— - [ a 2 — — -* J: laddove a 2 — — — n’esprime il 
a 3 \ a / a 

rettangolo di FM in /M, come dianzi si è coijchiii- 
so . Ma questo binomio sta al precedente , come 
à * : c a . Dunque sarà FM X /M : MR 2 ;; a 3 : c 2 . 

157. Cor. La semioi'dinata NM dell’ Ellis- 
se AMB si distenda fuori la curva in T , sinché 
1 ’ intera NT eguagli la normale RM : c la detta 

NT si chiami * . Sarà (i 56 ) a*= c a — . 

« 

Onde il punto T dovrà appartenere ad un’ altra 
Ellisse , che ha il medesimo asse minore della 
proposta , e per semiasse maggiore la terza pro- 
porzionale in ordine all’ eccentricità , ed al se- 
miasse maggiore di quella ; qual n’ c disegnata 
«* 

per T . 


» 


* 
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P R O P. XXI. T E O R. • 

$. }58. fieli' Ellisse ciascun ramo sta alla di- 
stanza del suo estremo dalla vicina linea di su- 
blimità , come l' eccentricità al semiasse . E lo 
Stesso ramo i quanta la semiordinala all' asse con- 
dottagli pel suo estremo , e distesa insino alla tan- 
gente , che dalla medesimi parte passa per lo pun- 
to di sublimità ( fig- 22 . ) di questa curva . 

> 

Dim. Qui dee dimostrarsi essere FM : NL ;; 
CF ; CA , ed FM uguale ad NE . Per la qua! 
qosa. essendo CN = se , e (35) CL = a a : e , saiA 

JSL=CL— CN - — — x ;= -( a- — ) , ed 

. ■ . • e e a 1 1 



ex 

a 


Ma il secondo di questi due Linomj sta al primo, 
cpme e ad a . Dunque $fuà l’’M : NL ;; e : a .. 

Pari. JI. E per essere simili i due triangoli 
LFK, LNE sia LF : FK :: LN : NE . - Cioè 
pe’ loro simboli ( 2 53) 



Punque sarà FM uguale ad NE , 

(j. i5g. Cor. 1 . Si chiami z il ramo FM , cd y 
la differenza dell’ eccentricità e , e dell’ ascissa jt, 
cioè Ja FN : onde sia la x=e — v . E poi ncll’E- 

quazione FM=a , si sostituiscano i già del- 


ti vaioli delle due FM ^ ed x. Sarà 
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ponendo c* per a* — e* nel risultato . 

ìbo. Cor. ii. L’ Equaziohc .K , clie aneli# 
appartienfi all' Ellisse , dicesi Polare ; poiché le 
due variabili * , ed v , di' ella contiene , proce- 
dono dallo stesso puntò F considerato qtial Polo 
deHa curva , e ne varia 1’ angolo di es$K . 

§. 161. Cor. in. Inoltre si chiami <p 1 ’ angolo 
ÀFM fatto dal ramo , e dall’ asse verso il vertice 
vicino dell’ Ellisse : e quindi il suo coseno s’ in- 
dichi per cos. ; sarà cos. MFN = — cos if>, peP 
esserne i due angoli AFM, MFN uguali a due ret- 
ti . Ed essendo per lo triangolo* rettàngolo MFN 
il raggio al coseno di MFN , come MF ad FN , 
cioè 1 : — cos. <f> ‘i x ■ v , sarà v — — t X cOs. f t 
e 1 ’ Equazione K con questo valore della v pren- 
derà la seguente forma 


c 3 — ezXcos.f , , 

z= — onde sara 

a 


§. i6a. Scol. Per 1 ’ Equazione L può valutarsi 
ciascun ramo dell’ Ellisse dalla posizione , eh’ ei 
tien coll' asse : come nel i.° Capo vi ho in simil 
modo i semidiametri di essa Valutato ( 5 ?). Ma ella 
è più utile in Astronomia , che in queste geome- 
triche speculazioni : poiché dall’ Anomalia vera di 
un Pianeta , che quivi t designata per 1’ aDgolo 
AFM , può estimarsi la distanza , eh’ ei tien da\ 
Sole, c viceversa . 
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PROP. XXII. TEOR, 


i63. Se alC estremo di un ramo dell' Ellisse 
si tiri la normale alla curva , e poi su, quel ramo 
si abbassi la perpendicolare dal concorso dell' asse 
coti' amidetta normale ; la parte del ramo tronca- 
tane verso quel punto estremo è sempre uguale al 
scmiparumetro principale ( jxg. a3. ) . 


Diin. Sia FRI il detto ramo ; MR la normale 
all’ Ellisse AMB pe ‘1 suo estremo M ,. RO la 
perpendicolare abbassata sul ramo dal punto R , 
ove la detta normale incontra 1’ asse : ed MN la 
semiordinala all' asse per lo punto RI. Si sapran- 
no per le precedenti cose 1’ espressioni de’ lati 
del triangolo FMU , onde per la i3. El. II. po- 
trà conoscersi quel segmento MO . Di fatti es- 
seudo aFRJxRIO=FM 2 — FR i -4-MR* , sarà ne’ 
loro simboli ( ved. dim. Prop. XIX. ) 

(-■=)*(- 


E, dividendo per a — — quest’ Equazione y sì ot- 

% 

terra 

Ria i due primi binornj , ebe osservarci nel a." 
membro di quest’ ultima Equazione , riduconsi a 
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ex 


E questo 


• ì • _ *xc* 

risultato unito all’ ultimo binomio diviene - — , 
, a 


— -£a ) col porvi c • per a 4 

risultato unii 
Dunque sarà 

aMO — , cioè MO = — =: -p . (78) 

« a 1 w 7 

5 - 16/f. Co/. 1. Da* fuochi F ed f dell’ Ellisse 
AMB si abbassino sulla tangente Gg di essa curva 
le perpendicolari FG , fg . Saranno ( 1 55 ) i due 
triangoli FMG , fM g simili tra loro , ed all’ altro 
BMO. Dunque starà RM* : MO 4 “ FM X/M : 
EG X fg • E adoperando i simboli di queste geo- 
metriche grandezze sarà 


5*/ „ e 9 jr a \ 

7ì\ a 


c’ 

7? 




■ FG x/g * 

Onde dovrà essere il rettangolo di FG in fg ih 
guale a c a . Cioè 

§. i 65 . Cor. 11. Le perpendicolari 4 che da ' duè 
fuochi dell Ellisse ti abbassano ad una qualunque 
tangente di questa curva , contengono un rettan- 
golo di una costante grandezza , eh' è quanto il 
quadrato del semiasse minore . 


P R O P. XXIII. T E O R. 

$• 166. La retta , che dal centro dell' Ellisse 
conducesi parallela ad un ramo di questa curva , 
ed insin , che ne incontri la tangente tirata per 
l' estremo di esso , è sempre uguale al semiasse 
maggiore . Ed a questo semiasse /' è anche uguale 
il detto ramo prodotto insino alla retta , che per 
lo centro si tiri parallela alla tangente% (fig.ii. ) 


Digitized by Google 


JOO 


Trattato Analitico. 

Vimostr. Per la similitudine de’ triangoli LFM, 

LC# sta LF : LC :: F.M : Cg . Cioè nc’ loro 

simboli , 

<1° a 1 eSr ■ 

e : *■— : : a — — : i.g = a . 

x x a 

E sarà eziandio la Md=a per esserne un paral- 
lelogrammo la figura MdCg- . 

167. Scol. Se dal fuocb F dell’ Ellisse QRk. 
si tirino alia curva (Jig.i 4 - ) 1 ° due rette FR ed 
Pk , ed a' loro estremi le tangenti llT , KT ; 
la retta I T , che unisce il concorso di queste 
tangenti con quel fuoco , dovrà secare in parti 
uguali f angolo RFK de' rami . Poiché la retta 
KR fra’ contatti dee convenire in uno stesso pun- 
to colle tangenti menate all’ Ellisse pc’ termini 
della corda PFQ (137): ed un tal punto dee allo- 
garsi nella linea di sublimità AN (i 5 i) . Ma per 
la divisione armonica (ita) della retta KN ne’ 
punti O ed R dee stare KO: OR KN : NR ;t 
KA : RB t: KF : FR ( 1 58 ) . Dunque per la 3 . 
Él. VI. l’angolo KFR sarà diviso dalla retta Fi} 
in parti uguali (a) : 

(a) Questa verità geometrica se vogliasi riiilrac- 
eiarc per certe vie analitiche modera* i, si dovrà tener 
conto di molte cose , e principalmente dell' Equazioni 
alle tangenti dell' Ellisse ne' punti R « K , di 
quelle de' rami FR , Fk , dell' altra alla retta 
FT , che vi congiunge il fuoco F col concorso di 
quelle due tangenti , etc. Ed io m' immagino , che 
cotesto calcolo dovrebbe riuscirne assai complesso , 
d a giovani molesto , come l' ho ravvisato ih altre 
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9 

PROP. XXIV. PROBI. 

§. 168. Dal f uveo F dell' Ellisse ANO si ab - 
bassi la pi rpendicvlure FT ad Una qualunque tan- 
gente NQ di questa curva ; vuol ritrovarsi il luo- 
go dell' estremo T della detta perpendicolare . 

( fiS ■ a5 - j 

Soluz. Al punto N , ove la fretta NQ tocchi 

ricerche di questa anche più agevoli . Infatti , per 
addurne uno di cotesti esempli (fig.i 1), se vogliasi 
rinvenire il luogo de vertici de' triangoli, che abbiano 
la stessa base AD , éd una data tomaia degli an- 
goli in sulla base , colla geometria Cartesiana si 
potrebbe in facil modo ottener V intento . Imperoc- 
ché condotta dal vertice C di uno di questi triàn- 
goli la perpendicolare CN sulla DA loro comun 
base, si pónga AD=?a , AXirx, CN==y , e quin- 
di ND=a — x. Saranno le tangenti degli angoli 
in A , e D rispettivamente uguali ad y : x , ed 
y : (a — x) , e quella della loro somma dovrà pa- 
reggiarne ay : (ai — .r* — y*) , come da' Tioremi 
Trigonometrici si deduce. E poiché questa tangen- 
te supponesi data , e può comodamente esprimersi 
per Hh a : b ( ove dee militarne il segno -f-, o il — , 
secondochè quella data somma sia minore , o mag- 
giore di un retto ) si avrà da un tal pareggiamen- 
to la sottoposta Equazione 

— + a 

ax—a u — -y~ b 

à 
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la data Ellisse , si tiri la normale NR ({3) :*é 
poi si abbassino al semiasse AC le perpen- 
dicolari NM , e TP da’ punti N , e T , 
e ’l detto semiasse convenga in Q colla tan- 
gente NQ * Inoltre si esprimano pei* v , e a le 
coordinate FP , PT del punto T . E posta la 

c 2 x . 

CM=r , sarà (4-{) 1» sunnormale RM = — , la 

rimanente RC — • * 1' altra CQ == — (35) y 

a~ x 


e là semiordinata MN = — V( aS — <**)• E sa *# n poi 

a 


a- e 2 x a 4 — e’x 2 

RQ=CQ_CR = - - - = — ^T- i 


l'QzsCQ— CF = -J X , ed RQ:FQ::c* -f-ex: a 2 , 

come dalle loro espressioni si conosce . Ma i tri- 
angoli rettangoli IlQN, FQT sono simili fra loro, 
ed agli altri due RNM, FPT . Dunque sarà RQ : 
FQ II RN : FT ;; RM : FP: cioè ne’ loro simboli 


E dal riducirnento di questa l' altra (x— -j-a) 1 -f- 
(y + E b) 2 = i a* -■ b* , eh' è al cerchio : e 

che io lascio a' giovani per confrontarla alle verità 
elementari . Intanto il Cavalier Aieuport nell' ap~ 
pendice di una dottissima Opera , che ha per epi~ 
grafe 1’ Equazioni a differenze parziali risolve in 
più pagine il detto Problema , e con certe nuove 
maniere .s\ oscure , ed intralciate , che ogni Gco- 
metra dimostratore , il quale s' imbatta a conoscer- 
le , dovrà dire , che si possano comodamente cole- 
ste nuove vie ignorare . 
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a?-f-ej : a 2 1 1 — : v . 

° 

E riducendo quest’ analogìa in Equazione per 
quindi determinarvi la grandezza x , sarà 


Intanto per la similitudine de’ triaugoli MNR 
PTF sta RM : MN :: PF : PT , cioè 


ex C , z V 
— ; : — V (*’ — **) :: V : *. 

/I * /F ' ' 


» 


Dunque formandone un’ Equazione da quest' altra 
analogia , per poi determinarvi la stessa x jsi avrà 
a®v 

V(c 2 z a -j-o 2 v 2 ) 

E saran quindi uguali i due valori della x esibiti 
nell’ Equazioni À , e B : e con ciò i denomina- 
tori di essi fratti , che veggonsi avere il medesi- 
mo numeratore <z a v . Cioè a dire sarà 
c 1 — ev=V(c 2 z 2 -f-a 2 v e ) . E dal maneggio di quest’ 
ultima Equazione si otterrà (A) 

c 4 -f'C 2 v i — 2c 2 ev=c 5 z 2 4-a 2 v 2 , cioè 

c\ — c‘v" — ?.c 2 ev=c’ > z 2 , 

' - ■ ■ - - - - *- 

(b) Dalla similitudine de' triangoli RNQ, FQT 
e da quella degli altri due MNR , PTF proda - 
consi le due Equazioni A , e B , dalle quali eli- 
minata la x , c/t’ è straniera al Problema , ottien- 
ti la ricercata Equazióne . Cotesto euristico magi- 
stero, che altrove ho benanche impiegato ( t.{ ì ), do- 
gasi a' giovani indicare: perchè essi potessero com- 
prender bene queste cote , e poi saggiamente rego- 
larsi in casi affini . 
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ponendovi c 1 per a 1 — e’ . Sicché dividendo I’ E- 
quazione pere 3 , e poi riducéndola si avrà finalmen- 
te c s -f- e a = x a -f- (e-f-v) a • Cioè o s =s 4 a -f- (é-f-v)*. 
Dunque 

$.169. Teor. La linea , che passa per gli estre- 
mi delle perpendicolari abbassate da un fuoco delT 
Ellisse sulle tangenti del suo perimetro , è la cir- 
conferenza del cerchio ad essa circoscritto . 

170. Scol. Le rette , che dipendono dalle 
coordinate di ima fcbrva , quali sarebbero le cor- 
de , le tangenti , le normali , le sottangeuti , le 
sunnormali , le incidenti al perimetro dà un pun- 
ici dato , e tante altre , che polrehbonsi da’ Geo- 
mairi escogitare , non sono , che grandezze varia- 
bili al par delle dette coordinate . Ed elleno es- 
sendo funzioni dell’ ascissa , si può sempre rinve- 
nire un* Equazione , che il rapporto di due di 
loro in eonvcnevol modo esprima . Ma pure non 
vuoisi da ciò inferire, che qualcuna di siffatte E- 
qtiazioni debba stabilirvi la natura f o la classe 
della data curva : poiché queste due cose da quel- 
la sola Equazione si hanno a ritrarre , che v’ è 
traile coordinate rettapgolari . Ih fatti 1 ’ Equa- 
zione all* Ellisse , qual si propose nel i.° Pro- 
blema tra le dette coordinate, "ascende al a. 0 gra- 
do , c vi caratterizza 1 ’ indole di tal curva . Ma 
1 ’ E 'ipazione polare dell’ Ellisse (ilio) è lineare , 
e disadatta a lai fine : quella , che traesi tra 1’ a- 
scissa e la normale di tal curva (i5y) , appur- 
tiensi ad un’ altra Ellisse : la presente locale è un 
cerchio : e chi può dire qual varietà di Equazio- 
ni per queste diverse indagini incontra ? E per-* 
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ciò, se al]’ ascissa di lina eiirva pongasi peó ordì-' 
nata una delle rette quassù proposte , si verrà a' 
formare una nuova locale , là cui natura gioVa ta- 
lor d’ intender distintamente. Cosi Vincenzo Vi— 
viani dell’ Itala Geometria ornamento (c) nelr 
la stia' Divinazione su i Luoghi Sòlidi di Ari- 
stea seniore speculò colla face della.Geometria u no 
moltitudine di queste locali nelle curve coniche . 
Ed io esorto i Giovani ad incontrarlo coll’ Ana- 

(c) IL Sign. Monlucla nella pag. 7. Voi. III. 
Histoir. des Mathern . parlando di una tal Opera del 
Viviani cosi conchiude » bisogna convenire , che 
» questa divinazione cosi voluminosa sarebbe V o~ 
» pera di qualche pagina , qualor si tratti coll' 
■» analisi algebrica . Ed io potrei soggiungere , se 
avrà corso celesta critica , che quella divinazione 
sia un affare di pochi versi , o della ■ sola Equa- 
zione z~J\x') . Potrei alla medesima censura sot- 
toporre lo Snellio , t' Allejo , il Fermai , Roberto 
Siinson , Marino Ghetaldo , l' fforslejr , ed altri robusti 
Geometri , che han proccurato di divinare le Opere 
perdute degli antichi . Potrei dire esser volumino- 
so il terzo libro degli Elementi di Euclide : ba- 
standone di esibir l' Equazione al cerchio , come 
quella , che contiene eminentemente tutte le pro- 
prietà di questa figura , cA# quivi vengono dimo- 
strate con adeguatezza . Ma V Opera del Viviani 
si troverà di giusta misura , quando si tenga con- 
to del fine , e del modo , onde questo Geometra 
emulo della sapienza Greca dovè regolarne i or- 
ditura . 
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lisi Cartesiana : nel cbe fare lieve fatiga essi po- 
trà n durarvi . Poiché chiamando x una delle ret- 
te quassù indicate , ed ac 1* ascissa , dovrà esser 
tal retta una funzione della x , eh' io dinoto per 
f(x) . E sarà quindi xzzf[x) la richiesta Equazio- 
ne olla locale , che ne' casi particolari dovrà d|- 
Ttintamente esplorarsi , 


% 
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C A P. IV. 

Della Genesi delle Iperboli , e de' loro diametri . 

(j.171. Ttef. xviii. Una verga rigida sia circolar- 
mente verlibile intorno ad un suo estremo , ed 
un filo flessibile men lungo di essa stia legato eoa 
un estremo nell’ estremo mobile della verga , e 
coll’ altro estremo in un dato punto del piano , 
ov’ella si aggiri ; si dirà Iperbole la curva descrit- 
tavi da uno stiletto, che all’ aggirarsi della ver* 
ga si spinga d'accosto ad essa per mantenervi sem- 
pre teso il detto filo . 

$.173. Defin. xix. E se il centro di rivoluzione 
di questa .verga si trasporti all’ estremo immobile 
del filo , e questo punto in quello si trasloghi , 
si potrà destrivere collo stesso meccanismo un’ al- 
tra iperbole , clic sarà identica , ed opposta alla 
prima curva . Ed esse sogiion dirsi Iperboli op- 
poste per quella inversione di meccanismo , onde 
son generate . 

$. 173. Defin. xx. Que’ due centri di rivolu- 
zione , che ha la verga nel descriver sì 1 ’ una , 
che 1 ’ altra di queste due Iperboli , si chiainau 
fuochi di esse curve . E si potrà dire ramo , o 
inclinata ogni retta , che da un punto di una di 
queste due curve ad un de’ loro fuochi si conduce. 

J.I 74 » lìischiar. Così (fig.% 6 ) la verga /NO ben 
rigida, e sottile sia volubile intorno al- punto f nel 
piano /NF: e’I filo flessibile FNO, la cui lunghez- 
za sia minore della /NO , intendasi legato co’ 
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suoi estremi ne’ due chiodetti O , ed F , 1’ uno 
fitto neJl’ estremo mobile della delta verga , e 
1’ altro in un qualunque luogo di quel piapo . 
Inoltre si volga la verga /"NO con moto angola- 
re intorno al punto/', avvicinandosi, o disco- 
standosi dalla retta fF , e nello stesso tempo lo 
stiletto N spingasi d' accanto alla ISO con vi man- 
tener sempre teso il detto filo. La curva IVA, che 
*i si descrive , si dirà Iperbole . E capovolgendo 
quella verga, sicché il centro f di rivoluzione ca- 
da nel punto F , ove ne slava 1’ estremo immo- 
bile del filo , e questo poi si fermi nei luogo f ; 
collo flesso meccanismo si potrà descrivere 1’ al- 
tra iperbole an opposta alla vletta curva . Intan- 
to i punti / , ed F si diranno fuochi delle due iper- 
boli opposte AN , art : e la FN un • ramo , o in~ 
dinota , Ed esse curve con un concetto geome- 
trico si potranno esattamente e uella loro inte- 
rezza (a) esibire Cioè le due iperboli AN, ed art 
sono i luoghi de' vertici di quegl' infiniti triangoli, 


(a) Con quel moto organico non può descriversi, 
che una picei oli ssi ma parte di un' Iperbole , e poi 
dell' opposta : e perciò vi ho supplito un concetto 
geometrico , che l' infinita ramificazione di quelle 
due curve compre mie sse • Avrei potuto dalla sezio- 
ne del cono retto le curve coniche analiticamen- 
te rilevare , lo che nella semplicità , c adeguatez- 
za a tutte le altre di loro genesi prevale . Ma ho 
lasciato questo lavoro a' due insigni Geometri 
Kesnerq , e Miot , e mi sono aitenuto al mio di- 
segno . 
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ognuno de quali ha la stessa base Ff , eil una 
data differenza de' suoi lati - . 

1 7 a In ciascuna tirile due Iperboli opposte 
v è un sistema di corde parallele , che son divise 
ad angoli retti , ed in parti uguali dalla congiun- 
gente de' fuochi di quelle curve , Ed ogni retta , 
che co.nducentlosi per lo punto medio di questa 
congiungente si arresti tra le dette curve , dee re- 
star divisa in parti uguali in quel punto . Che se 
con qttc’ medesimi principi , e con quell’ orditi!-- 
la , eli’ io impiegai per 1 ’ Ellisse uè’ ó , c 4 » 
51 possono queste due verità comodamente dimo- 
strare ; per l’ altra, che quaggiù propongo, no 
abbisogna una distinta ^limostrazione . Cioè 

t). 1 76. Ogni retta , che termina all' iperboli op- 
poste , ed è parallela alla congiungente de' loro 
fuochi , vieti divisa in parti uguali dalla perpen- 
dicolare elevata alta detta congiungente per lo 
punto medio di essa.- Per ciò dimostrare, da' fuo- 
chi F , ed / delle due iperboli opposte AN , 
an si tirino i due rami FN , ed fn , che sieuo 
uguali fra loro , e dalla stessa parte della retta 
Ff. F. , congiunta la Nn , si abbassino da’ punti 
N , ed re le perpendicolari NM , ed rere* alla retta 
Ff . Si potrà dimonslvsre , come noli’ Ellisse ( 5 ), 
esser ]’ angolo NFM ugnalo all’ altro nfn . Onde 
i due triangoli FMN , funi avendo le condizio- 
ni della 36. EI. 1. avranno i lati KM , ed FM 
rispettivamente uguali agli aitai due «rei , ed fin . 
E sarà quindi la retta CM uguale all’ailra C/re, e 
la Mai parallela alla Nre (a). Se dunque da! pun- 


(a) Prop, 33 . Et. 1. 

8 
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to medio C della Vf si elevi ad essa retta la per- 
pendicolare CH , le due HN , ed Hn saranno ri- 
spettivamente uguali alle CM , Cm : onde quelle 
saranno tra se uguali al par di queste . 

(j. 177. Defin. xxi. Una retta , ebe termini alle 
iperboli opposte, e che prolungata passerebbe pe 1 
loro fuochi , si chiama asse della figura . 11 cen- 

tro n’ è il punto medio dell’ asse . E per eccen- 
tricità vi s’ intende la distanza del dello centro 
da ciascun di que' due fuochi . 

178. Defi. xxn. Se dal centro delle due iper- 
boli opposte si elevi una perpendicolare all’ asse , 
e di tal lunghezza, che sia medi* proporzionale tra 
la somma dell’ eccentricità^ e del semiasse , e la 
loro differenza , ella si dirà semiasse secondario 
della figura ( b ) . E 1 ’ aggregato di questo semiasse 
secondario , e di quell’ altro , che vi si distende 
dall’ altra parte del medesimo asse , si dovrà di- 
re asse secondario delle dette Iperboli . E per tal 
confronto quell’ asse principale potrà chiamarsi 
asse primario , o semplicemente asse . 

179. Def. xxiii. Due Iperboli si dicono con - 
jugate fra loro , se il semiasse principale di cia- 
scuna di esse sia il secondario dell’ altra . 

<$. 180. Post. Il semiasse principale di un’ Iper- 
bole sarà costantemente disegnato per a , per c 

(b) Coll' analogia , che ho proposta nella defi- 
nizione XXII. , ho dovuto ricavar nell' Iperbole la 
lunghezza del semiasse secondario ; il quale non vi 
si può determinare dall' incontro colla curva y coinè 
peli' Ellisse ciò addii’ iene . f edi §. ìa. 
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il suo secondario , e la grandezza e vi dovrà di- 
notare 1' eccentricità della curva. 

181. Cor. Ed essendosi detto nella definiz. 
XAII. esserne c* = e" — a~ , sarà e a = a 5 -{-c 2 , ed 
e 5 — c"= a 1 . 

§. 181. Scol. Di qui si raccoglie , die le due 
Iperboli opposte , e le due loro conjugatc debba- 
no avere uno stesso centro , eccentricità uguali , 
e la delta reciprocazione de’ loro assi. Che i due 
rami di ciascuna delle dette Iperboli , e quelli della 
sua opposta procedano a parli contrarie, discpslan- 
dosi all' inlinito gli uni dagli altri . E che i rami 
delle due conjugate si accostino continuamente agli 
adjacenti rami delle primiere iperboli, e senza po- 
terli mai" incontrare , come sarà dimostrato nel se- 
guente Capo. La sola ispezione della tìg.26. baste- 
rebbe a chiarir queste cose; ma va meglio aggiun- 
gervi le seguenti riflessioni . Vi sia un qualunque 
rombo A Bah, e fuori di tal figura intendami pro- 
lungate le semidiagonali CA , CB , Ca , Cb , sin- 
ché ciascuna di esse ne diventi uguale ad un lato 
del detto rombo. I quattro punti F, F',/',/' cosi 
determinati saranno i fuochi dell’ Iperboli oppo- 
ste AN, an , e delle loro conjugate BIS', bn . Le 
prime di esse avranno A a per asse principale, e B& 
per secondario: laddove per le conjugate la B6 fa- 
rà da asse piimario, e I’ altra A a da secondario. 
Di più gli apici degli angoli del rombo saranno i 
rispettivi vertici principali di quelle quattro cur- 
ve, E le rette Br , S.< , die conducpnsi dal con- 
corso delle diagonali a’ punti medj de' lati , di- 
stinguono la ramificazione delle iperboli in quat- 
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tro partì , che sembrano condizionate, come quel- 
le dell' Ellisse §. 91. 

fj. 1 83 . Scoi. 11. Dalla teoria dell’ Ellisse , e 
SS- 9 » 1 1 * 3o » 3 ?., 35 si dovian prendere le 
nozioni , che qui dovremo attaccare alle voci ascis- 
sa, ordinata, semiordinata, coordinate , tangente, 
sottangente , normale, e sunno r male. Non per tan- 
to è ben 1* avvertire , che nelle Iperboli le ascis- 
se non sieno segmenti di ciascun semiasse com- 
putati dal centro , com’ erano quelle dell’ Ellisse; 
jn* elleno son indefinite produzioni dell' un se- 
miasse , e dell’altro : la qual cosa si vedrà chiara- 
mente nel Problema , che ora prendo a risolvere. 

PROP. XXV. P R O B L. 

18 f. Dalla proposta genesi dell' Iperbole AN 
ritrarne ! Equazione fra le coordinate rettangolari 
CM , ed MN di essa curva . ( fig. 26 ) 

Soluz. Pongasi , come si è indicato qui sopra , 
il semiasse principale AC=a , il suo secondario 
CB=rc , 1 ’ eccentricità CF=e , l'ascissa CM dal 
centro uguale ad .r, e la sua scmiordinala MNzry: 
sarà la retta IMF— e — 'X , c l’altra . E 

sarà quindi il ramo FN = ( e — x) 2 ), e l'al- 

Iro /N = ( < '+ x ) S ) • E poiché (17ÌI) per 

la genesi di tal curva dee essere la differenza 
d<’’ detti rami ugnale all'asse principale, cioè 
fi V — FN uguale a ?AC-, sarà ne’ loro simboli 

V'> c + («+*)*) — VO'+ (<?—. *)’) = 2 a . 

E pcrc:ó liberando quest’ Equazione da’ radicali , 
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come nell’ algebrico algoritmo si prescrive , e poi 
ponendo nel risultato c“ iti luogo di e 2 — u-, si 
avrà per la data curva la seguente Equazione 
c i c a 

y- — — x 2 — c" ... A , ovvero y 9 = — -(x 2 — a') . 
ft- a 2 

Che potrem tradurla in geometrico linguaggio nel 

seguente modo. 

§. 1 85 . Teor. Nell' Iperbole il quadralo di una 
qualunque semiordinata all'asse sta alla differenza 
del quadrato del semiasse da quello dell' ascissa , 
in duplicata ragione dell' asse secondario al pri- 
mario . 

186. Cor. i. Ad una ascissa minore del se- 
miasse dee corrispondere una semiordinata impos- 
possibile , o assurda . Imperocché 1 ’ espressione 

-J- — y(x 3 — a 2 ) diventa immaginaria al farsi la 
a 

x < a . E se suppongasi la x = a , quella semi- 
ordinata sarà zero . E finalmente supponendovi la 
x infipita , tale sarà benanche la semiordinata cor- 
rispondente . E perciò i rami di ciascuna di que* 
ste due iperboli distendasi ali' infinito , ed all' in- 
finita divergati dall' asse . 

{J. 187. Cor. u. Per poco , che si rifletta sull* 
iperbole an opposta alla primiera AN, si vedrà do- 
verle appartenere la medesima (a) Equazione A . 
Ed esprimendo per x,ed/ le coordinate rettan- 
golari CM' , ed M'iV dell’ Iperbole coniugata HA', 

(a) Le ascisse nell Iperbole op/rosta sono — x , 
il cui quadralo è anche x a : onde collo stesso me- 
todo ottiénsi la medesima Equazione A , 


é 
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si vedrà colla luce ili questa soluzione , e per la 
definizione x\ui , clic 1 ’ Iperbole BjV , o la sua 
opposta Un abbiano ad avere la seguente Equa- 
zione 


y- — — — (t* — e 5 ) B m 

e* . 

i8S. Cor. ni. Si compia il parallelogrammo 
C MAH dalle due coordinate C.M , ed 3 MN della 
data iperbole AA.e si ponga Cll=x, ed 
sì dovran permutare nell’ Equazione A queste due 
variabili per averne r Equazione Traile coordina- 
te dell’ iperbole esterna CANH. Ma da quel per- 

mutamento oltiensi x a = — -(.y 3 — * a 1 ) • Dunque 

quell' iperbole esterna avrà la sottoposta Equa- 
zione , che dal riducimenlo di que’ termini di- 
scende , 


u*x- a 

* = - T - + « = “ + c ') • • • • C 

189. Cor. iv. E ciò vuol dire , che il qua- 
drato di una qualunque scniiordinata dell' iperbole 
esterna stia alla somma de' quadrati dell' ascissa 
dal centro , e del semiasse secondario , in duplica- 
ta ragionò dell' asse primario al secondario . 

tj. 190. Cor. v. Se permuteremo le variabili 
dell’ Equazione B , aerassi i’ equazione all’ iper- 
bole esterna CBA’.M , di’ è 


y 5 = D> ciò òy=+~ \ / (a s -J-x a ) . 

Ed essendo 1 ’ equazione A ben diversa da quest’ 
altra I) , 1’ iperbole coujugata non avrà la mede- 
sima natura della sua principale . E didi' espres- 


Digitized by Google 


belle Sezioni Coment. u5 
sioni delle semiordinate , clic ad una medesima 
ascissa corrispondono nell’ una iperbole e nell’ 
altra, si comprenderà che questi rami non si pos- 
sano giammai (/>) incoutrare . 

§. 191. Cor. vi. Si unisca il centro C dell’i- 
perbole AN coll’ estremo N della semiordinata 
NM . Sarà CN^MN^-f CM’ , cioè ne’ valori d* 
di queste grandezze dovrà esser 

CN 2 = C l£—c~-+x~ — 

a 1 a~ u~ 


.zi 


ponendovi e 2 per c 2 -f- a*. 

19». Scol. j. Si descriva il cerchio AGB 
( fig. 27 ) , che abbia per centro il medesimo 
centro dell’ iperbole AM , e per intervallo il se- 
miasse principale AC di questa curva ( il qua- 
le cerchio suol dirsi iscritto nelle iperboli op- 
poste ) : e poi da un qualunque punto D dell’ 
asse prolungato gli si conduca la tangtnte DP . 
Inoltre nel raggio CF , che passa per lo con- 


(b) Gli antichi Geometri nel veder distaccati fra 
loro i rami dell' Iperbole AN , e que' dell' altra 
an , credettero distinte queste due curve , e chia- 
maronle Iperboli opposte . Ma i moderni le com- 
pre ndon tutte e due sotto il nome d' Iperbole , per 
l' identica irreducibile Equazione, che appartiensi a 
que' rami . Ed io son d'avviso , che l' una , e l'al- 
tra nomenclatura si possa lodevolmente usare . Ma 
le due Iperboli conjugate , che non hanno alcun 
geometrico , o analitico nesso con quelle due Iper- 
boli , non vi formano una sola curva , come dico- 
no gli Analisti , ma un sistema di due curve . 


• Digitized by Google 



ufi 


Trattato Analìtico. 
tatto , si prenda la CP ugnale al semiasse se- 
condario di fai curva , c per Io punto P si tiri 
la PL parallela all’ anzidetla tangente . Sarà la 
retta PL uguale alla Dii semiordinala corri- 
spondente ali' ascissa CD . Imperocché , posta la 
CD=t , sarà per lo triangolo rettangolo CFD la 

DF= V(DC*— CF 9 ) =V(** — «*)• Ma po' 
triangoli simili CFD , CI’L sta CF : CP ” FD.: 
PL , cioè a t c i; y(a: s — a 2 ) : PL. Dunque sa- 
rà PL = — V(-t 3 — a ~) — DE (i8.j) . E perciò 
a 

condheendo dal punto D la DE perpendicolare 
alla CD , ed uguale alla PL , il punto E dovrà 
•ssrr nell' iperbole NAE, che tiene a per semiasse 
principale , e c per secondario. Ed in tal modo 
potrà descriversi questa curva per assegnazione di 
punti . 

§. 193 . Scol. 11 . Se nell’ equazione all' Ellisse 
(iti) si cangino i segni de’ termini del II. 0 mem- 
bro , si avrà 1’ equazione all' iperbole . Onde lo 
proprietà dell’ una curva si potranno facilmente 
trasferir nell’ altra : e per tal ragione esse dicou- 
si tra loro «filiti , come .1’ avverte 1’ Eulero . Ma 
celesta affinità , che serba la nostra iperbole all’ 
Ellisse , 1' è stala di nocumento : poiché i Geo- 
metri moderni con tal pretesto 1’ bau considerala 
assai meno , di quel , clic le si dovea e per la di- 
gnità de’ suoi rami , e per 1’ utile, clic sarebbene 
a’ giovani ridondato. 
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PROP. XXVI. P II O B L. 


ìgj. Dal dato punto R nell' asse della datn 
iperbole AE condurre una tangente a questa curva. 

(/«■• 27* ) 

Soluz. La retta RE suppongasi esser la tangen- 
te addi mandata , e la DE la semiordinaja per lo 
contatto , la quale si chiami y . Ed oltre a ciò si 
ponga la sottangente RD = v , la distanza del 
punto R dal centro C di tal iperbole , cioè la 
CR =ri,.e la tangente trigonometrica dell’ ango- 
lo DRE , che qui è una grandezza ignota , uguale 
a t . Sarà 1’ ascissa CD =s b + * , e la Scraiordi- 
nata DE = y — tv . Ciò premesso , si elimini la 
y dalle due equazioni 

y—tv , ed y" 1 = — , 

la prima delle quali appartiensi alla tangente RE, 
e 1’ altra alla data iperbole AN : e poi 1’ emer- 
gente Equazione si ordini rispetto ad v j sarà , 
„ a bc^v ( a 2 c 9 — ò s c 9 t 

c a = ° * * * - H 

E co’ metodi , eh’ io proposi nell’ Ellisse 35 , 

3j, 39, si troverà esser la sottangente ^ 

l'a scissa CD = — -, e la tangente t ~ — . 

b 0 y(a 9 — />*) 

»95. Teoa. Nell' iperbole l' ascissa dal cen- 
tro, la quale corrisponde alla ordinata per lo con- 
tatto , il semiasse principale , e la detta ascisi a 
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diminuita della sottangente , son sempre continua- 
mente proporzionali . 

§. 196. Cor. 1. E perciò , se al dato punto E 
dell’iperbole NAE vogliasi condurre la tangente, 
dovrà prendersi la C il terza proporzionale in or- 
dine all’ ascissa CD , che corrisponde all’ ordina- 
ta per lo punto E , ed al semiasse AC , e poi 
congiungersi la RE ; che sarà la tangente addi- 
mandata . 

§. 197. Cor. 11. Si supponga esser la b=o : sa- 

, ' "a* — ò a a* 

rà la sottangente RD = — == = co . 

0 o 

Dunque in niun punto dell’ iperbole può .condursi 
una tangente, che ne pervenga al centro, o che il 
surmonti . Nè v’ ha tangente , che possa costituir 
coll’ asse un’ angolo minore di quello , che vi tien 

c 

per tangente trigonometrica il fratto — , cioè il 
1 a 

«r 

semiasse secondario diviso per lo primario . 

198. Cor. in. E qui potrà concludersi , co- 
me nel §. 3 q. dell’ Ellisse , che stia tang. ECD : 
Col. ERD ;; c* : a a . Del che altrove, 

P R O P. XXVII. PROBL, 

» • 

199. Date di posizione la retta IIR , e 7 se- 
miasse AC della data iperbole AQN , si vuol de- 
terminare , se questa curva , e quella retta abbiansi 
ad incontrare , ed in quali punti . ( fig. 28. ) 

1 Soluz. Se la retta HR sia parallela al semias- 
se AC di quella data iperbole , s’ intenderà 
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delle (Sezioni Coniche. 119 
per la Prop. XXV quali sieno le intersezioni di 
quella retta , e delle iperboli opposte . Ma sup- 
ponendo, elle la retta 11R incontri nel punto 11 il 
semiasse AC, si chiami b la Cll, distanza di que- 
sto punto dal centro C dell’ iperbole A IV : e t 1» 
tangente trigonometrica dell’ angolo UHM , eli’ è 
quello, onde le date rette IIR , ed AC inclinatisi 
fra loro . E poi dal punto N , clic sia uno degl’ 
incontri addimandnti , si ordini all’ asse la KM , 
clic si dica y , c per v si dinoti la RM . Si tro- 
verà colla medesima orditura del precedente pro- 
blema la seguente Equazione 


Par 


t 


Dico potersi conoscere da questa Equazione i 
varj sintomi del richiesto incontro : de’ quali i più 
rimarchevoli sarau quaggiù proposti iu forma di 
Teoremi (a). 

200. Teob. La retta HR non può in alcun 
punto incontrare V iperbole AQN , o la sua oppa- 

c 

sta, quando la t sia maggiore del fratto 


Imperocché , se la t fosse uguale al proposto fratto, 
la retta IIR , come dianzi l’ho dimostrato (19$) , 
dovrehb’ essere tangente della sottoposta iperbole. 
Dunque nel caso die la t sia maggiore dell’ indicai 0 
fratto, la retta HR dovrà cadere al di sopra della 
tangente condotta all' iperbole AQN dal punto 


(a) Per la chiara intelligenza di queste cose po- 
trà leggersi quel , che ho dimostrato nell' Ellisse 
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R : cd ella non potrà incontrare queita curva, c né 
tampoco 1’ iperbole opposta . Ala la stessa verità 
ricavasi dal Calcolo in facil modo. L’ Equazione F, 
di' c di secondo grado, dee aver le sue radici im- 


maginarie, quando vi sia 




a — bV 


(t'a'-c')' 

cioè , moltiplicando per (/*a 9 — c 2 )* questi fratti 
e poi dividendoli per c* , quando vi si ritrovi 
b‘ i c' 1 < (l^a 1 — c a ) (a* — £ 9 ) . O, fatta la riduzio- 
ne de’ termini , quando sia t maggiore del pro- 
posto fratto . 

§. 201. Teor. Che se la grandezza t ritróvisì 
minore del fratto — » ct ^ tn,tCOT maggio- 


re dell' altro — ; la retta HR dovrà segare in 

due punti V iperbole AQN, senza poterne mai giu- 
gnere all' opposta . 

c 

Infatti supponendo esser / > — , e quindi 

a 

7 4 a 9 ^>c a , sarà positivo il denominatore dell' ulti- 
mo termine dell’ Equazione F . Ma n’ è audio 
positivo il numeratore. Dunque sarà positivo quell’ 
ultimo termine : cd in essa equazione vi snrau due 
permute di segni, c quindi due radici vere. Onde 
le due intersezioni della retta IIR, e dell’iperbole 
dovran ritrovarsi nel solo ramo curvilineo AQ1V , 
§. 202 . Cor. Se ad una tangente dell’ iperbole 
conducasi una parallela da un punto preso nella 
parte esterna della soltangente ; dovrà emerger- 
ne una corda nella medesima iperbole paralle- 
la alla divisata tangente . E lo stesso potreb- 
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pelle Sezioni Coniche, 
be inferirsi, se. quel punto stia nella produ- 
zione del semiasse . E perciò data una tangentu 
dell' iperbole può sempre assegnarlesi un sistema 
di corde parallele. Lo clic giova per intender con 
distinzione la teoria de' diametri di queste curve. 
ao3. T eoi - . E se la t si ritrovi minore di, 
c c 

ciascun de' due fratti — 7 — — , e — ; la retta 

J y( a i_6 2 ) « * 

IIR dovrà in un sol punto segar l' iperbole AQN, 
ed in un a' tra l' iperbole opposta. 

Imperocché in questo Caso sarebbe negativo il 
binomio t^a 1 — c 2 , e quindi anche tale 1’ ultimo * 
lermine dell' Equazione F : la quale per tal ra- 
gione avrà una permuta , ed una successione de' 
segni . Onde una delle sue radici sarà vera , e 
1' altra falsa . E la nostra lesi sarà vera . 

c 

ao4- Tbor. Che se supporremo la t — — t la 

retta HR dovrà in un sol punto incontrare /’ iper- 
bole AQN . 

Infatti moltiplicando P Equazione F per Io bi- 
nomio / 2 <* 2 — c 2 , che in tal caso è uguale a zero , 
dee svanire il primo termine della Equazione F : 
clic perciò deprimesi al primo grado , e ne offre 
a- — b" 

v = • '■ 

. ' J -b, • 

Q 

§. 2o5. Scoi. E supponendo la t = ^ — - — — , 

si troverà , fatte le riduzioni de’ termini , che 
l'equazione F abbia due radici uguali. E«i in tal 
caso Ja retfa HR sarcLbe tangente dell’ iperbole , 
come uclla Prop. prec. si c dimostrato . Intanto 
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Trattato Analitico 
per poter ravvisare colla luce della geometria i 
varj sintomi di colcst' incontri , ( fig . 28 ) si ele- 
vi al semiasse CA , e dal suo estremo A la per» 
pendicolare AT uguale al semiasse secondario • e 
congiunta la CT si meni per lo punto R la RO 
parallela alla CT: e per lo stesso punto R e dalla 
medesima parte della RA si tiri la tangente RQ 
alla detta Iperbole. L’angolo QRO potrà guidarci 
nella conoscenza di que’ casi . Cioè i.° Se la 
data retta RII stia al disopra della tangente RQ, 
ella non potrà incontrare 1’ Iperbole AN , e nè 
tampoco quella , che 1’ è opposta . 2. 0 La RH , 
se combaci colla RQ, vi sarà tangente dell’ Iper- 
Lole AN , nja senza mai incontrarne 1’ oppo- 
sto . 3.° S' ella cada dentro all’ angolo QRO , 
dovrà segare 1' Iperbole AN in due punti , e non 
potrà incontrarne 1’ opposta . 4-° Se RH com- 
baci coll’ altro lato RO del detto angolo , ella 
dovrà in un punto solo segarne la sola’ Iperbole 
AN . 5.° E la medesima RII dovrà in pu punto 
segar 1' Iperbole AN , ed in un altro 1’ opposta 
curva , quando ella cada entro 1’ angolo ARO . 
E cosi per 1* altra parte polrebbcsi convenevol- 
mente ragionare , 

206 . Teor. Una retta , che si conduce per lq 
centro delle iperboli opposte , non può mai .incon- 
trare queste due curve , se la tangente dell' ango- 
lo , oritF ella s ' inclini all ’ asse , non sia minore 
del quoto dell' asse secondario per lo primario . 

Allorché la retta CN si conduce per lo centro 
C delle dette iperboli , dee farsi b=zo ‘ c 1 ’ equa- 
zione F si acquista la seguente binomia forma 
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I C H E. 

+ i 


ia3 


v' 1 -j = o , cioè v ■=. — — -= — ..G 

^ t*a~ — c 1 ’ V(c'— /-a*)‘ ^ 

c 

Ma supponendo f = — , e quindi Po 1 = c 2 , la 
a 

- oc 

frnzioue G diviene — = co . E supponendo 


t > — , e con ciò f 2 a 2 > c* , la medesima fra- 
zione diventa immaginaria . Dunque necessaria- 

c * 

mente dee esser t < — , per poterne succeder l' in- 
contro di quella retta colle iperboli opposte . 

§. 207. Teor. E chiamando m il seno del detto 
angolo , ed n il coseno , sarà il valore di que- 
sta incidente su quelle due iperboli opposte ugua~ 

■+ac c 

le a — — , nel caso che siaV t — . 

\{n-c ■ — a 

c 

E quando sia t > - , l ’ incidente apparterrà 

alle due iperboli conjugate , e la sua lunghezza 

sarà —7 . ; dovendosi permutare i segni 

Y(, n »«-— n 2 c a ) ' S 

(de' termini del primiero denominatore . 

Ponendo nell’ Equazione G il fratto — in luo- 
+ n 

go della t , si avrà la CM = v ==» — — — — — — 

\ \n~c~ — m~u ‘ ) 

Ma nel triangolo CKM sta cos. C : 1 JI CM : C.\ • 
Dunque sarà 

P\T p TIC 

Y(nV- — m"a~) ‘ \^n~c- — ni 1 a-) 
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i . me 

E ciò nel caso , che sia t , o — < — . 

n a 

Ma supponendo il primo di questi due fratti 
maggior dell’ altro , n' c immaginaria 1’ espressione 

Ì flc ,, , +_ uc . 

4/ rfr n? : e 1 ? ltra i/r-T-^ — r ne d,v,en 

reale , come I’ è noto . E da quel , che ho detto 
nella i. Parte, quest’ ultimo fratto ne dinota l'in- 
cidente nelle iperboli conjugate : poiché in queste 
curve si permutano i due semiassi’ (179); e'1 seno 
cangiasi in coseno , e questo in quello (a) si con- 
"Verte , come 1 ’ è ben chiaro per la Geometria . 
Dunque suri vero quel , che ho proposto iu que- 
st' ultimo Teorema . 


P R O P. XXVIII. P R O B L. 

f . 208. Dal dato punto K , il quale stia fuori 
<fell' asse della data iperbole AN , condurle una 
tangente . ( fg. 27. ) 

Solux. Sia KE la tangente richiesta , ed ED la 
scmiordinata per lo contatto . Le CQ e QK, che 
si chiamino b ed h, sieno le coordinate del punto 
K riferito all’ asse della data iperbole . Si dica 
v la Clt differenza della sottangente RD dall’ 


(a) Sia PC il semiasse secondario di CA , c la 
C N in meno ad essi ; il seno e 'l coseno dull' an- 
golo ACiV , saran gli stessi , che il coseno, e't se- 
f»t> dell' altro BCN . ( fi g. 26 ) 
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ia5 


ascissa CD $ sarà RQ=v — b , 1' ascissa CD = — » 


la sottangenle RD = 


, c la semiordinata 


ED = — V( a " — v ’) • E sar “ quindi RD : DE ;; 

V 

V(« 3 — v*) : c . Ma pe’ triangoli simili RDE, RQK. 
la ragione di RD a DE dee pareggiar quella di 
RQ a QK . Dunque sarà 

V (« 2 — v 3 ) : c — v — b : h A 

E ridureudo siffatta analogia in Equazione, e 
questa poi ordinando rispetto ad v , si avrà la 
seguente Equazione 

2 c"bv c*b- — a c ù 3 _ 

* “ S+P + = ° 

le cui radici saranno soddisfacenti al quesito . 
Jntanto prima di costruire 1’ Equazione B , e di 
divisarne i diversi casi , io dovrò dimostrare non 
potervi aver luogo il caso impossibile , quando 
quel dato punto si ritrovi fuori della dola iper- 
bole , c della sua oppqsta . 

Imperocché per questo caso dovrebb’ essere 
c*b* „ c*b*-ra*h* . . , . 

fFWr < ~^+~ ’ c,oc w 

c 4 ò 3 < (c 3 +/* 2 ) (c 3 ò 3 — a -h~y 
O , spingendo il calcolo più oltre in convenevol 

modo , dovrebb’ essere b~ > <j 3 4- — - — . Cioè a 

dire 1' estremo dell’ ascissa del punto lv avrebbe 
a stare entro la curva . Ma da quel rapporto di 

(a) Moltiplicando cjneste frazioni per (c 2 -f-/i 2 ) 3 . 

9 
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Awaiitic 


maggioranza si rileva esserne ft a < 



questo binomio è uguale (i84) al quadralo della 
semiordiuata corrispondente all'ascissa b . Dunque 
1 ’ estremo della retta h r cioè il punto K dovrebbe 
cadete dentro al!a data iperbole . E co’ mede- 
simi principi si può dimostrar^, che per verificarsi 
quel caso impossibile un tal puntp potrebbe an- 
che starne entro 1" iperbole opposta t 

Costr. All* estremo A del semiasse ÀC si elevi 
In perpendicolare AT uguale al semiasse seconda- 
rio , e preso in quel semiasse la retta AO uguale 
alla QK, si unisca la retta TO. Iuoltre dal pun- 
to Q si meni la QG parallela alla congiunta OT, 
ed ella ne incontri ne’ punti G , e g il cerchio 
AGB iscritto nelle Iperboli opposte . Finalmente 
da’ detti punti si calino sull’ asse AB le perpen-, 
dicolari GR , gr . Dico essere i punti R , ed r 
soddisfacenti al Problema : sicché unendoli col 
dato punto K , le congiungenti vi riescan tangenti 
alle iperboli . Imperocché per la similitudine de’ 
triangoli QRG , OAT sta GR : RQ ” TA : AO, 
cioè ne’ loro simboli ^ (a’ — i> a ) : v — b c : h. 
Dunque , ridticendo quest* analogia in Equazione, 
sarà /i a (a a — »■*) = c a (*> a — i bv -f- ò a ) . Che se il 
punto r cada sul centro , sarà Cr = — v , e quin- 
di Qr — QC -}- Cr = b — v . E pc’ triangoli si- 
mili Qro- , OAT essendo gr : rQ AT 5 AO, cioè 
y(a? — v a ):ò — v c : li, anche di qui si avreb- 
be la stessa Equaz. /i a (« 9 — i> a ) =r c a ( v 7 — ibv~\-b 1 '). 

Top. Cor. i. i, 'analogia dianzi esposta mi ha 
guidato iu quella geometrica costruzione, che par- 
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mi assai precisa , e chiara : onde da essa potrei 
SYolgeme i casi del Problema , se mi fosse per- 
messo di girne per le sintetiche vie spaziando . 

§. aio. Cor. 11. Ma dovendo conoscer que’ casi 

per mezzo dell Equaz. B, io suppongo — < - , e 

quindi «*/t 5 < c^b % . In tal supposizione sarà po- 
sitivo il terzo termine dell' auzidetla Equazione , 
di cui n’ è negativo il secondo : e vi saran due 
permute di segni j4l e quindi le due radici vere . 
Sicché i due punti K ed r restandone al disotto 
del centro , le due tangenti , che passano per K,' 
dovran cadere sulla sola Iperbole AE (197) . 


> — , si di- 

CL 

mostrerà collo stesso filo di ragioni , che una tan- 
gente dal punto K potrà condursi alla detta Iper- 
bole , ed un’altra all’opposta . Che se mai il pri- 
mo di questi due fratti si ritrovi uguale all'altro, 
e' con ciò a 9 A a =c*6 s , dovrà svanirne il 3 .° ter- 
mine dell’ Equazione B: la quale deprimendosi, 
al primo grado ne mostrerà potersi una sola tan- 
gente, ed alla seda Iperbole AE condurre da quel 
dato punto , 

212. Scol. Dall’estremo A del semiasse prin- 
cipale AC (yfg\28) si elevi la perpendicolare AT 
uguale al semiasse secondario: ed ella si protragga 
in /, sicché diventi uguale ad AT, e poi si uniscano 
le rette CT , C t . L’ angolo TCf , che fu consi- 
derato nella genesi dell’ Iperbole (182) , e che fjui 
appresso chiameremo angolo assiutolico , si potrà 
mi questa occasione nominare angolo regolatore . 


(J. 2 n. Cor. 111. E supponendo — 


ia8 Trattato Ahalitico 

E le precedenti analitiche ricerche potran con- 
vertirsi nel seguente Teorema di Geometria . 

Cioè 

§.u3. Teck. Se quel dato punto stia entro quest ' 
angolo regolatore , e fuori di quell' iperbole , che 
il sottende ; di là potran condursi due tangenti ad 
essa curva . Ed una sola tangente potrà condurle- 
si , quando quel punto si ritrovi in un lato deli 
indicato angolo . Ma se il detto punto stia fuori 
dell ' angolo regolatore , e del su ^ opposto , una so- 
la tangente potrà tirarsi da esso punto all' anzi- 
detta Iperbole , ed un' altra all' opposta . 

PROP. XXIX. T E O R. 

§.2»4- Nell' Iperbole NAE la sunnortnale VD sta 
all' ascissa CD , che le corrisponde , in duplicata 
ragione dell' asse secondario al principale ( fig .27). 

Dim. Si ponga il semiasse principale AC — a , 

Od 

e l'ascissa CD 2 = x . Sarà (io5) la CR = , e la 

x 

aP 

sottangenteRD = CD — CR — x — — =r 

x 

E dovendo essere per la &. El. VI. le tre rette 
ItD , DE , DV continuamente proporzionali , sa- 
ran tali le loro espressioni (i84) • 



• c * 

Onde dovrà risultarne la VD = — x. 

« a 

§. 21 5. Cor. 1 . 11 quadrato della normale EV , 
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eh’ è tignale ai quadrato della sunnormale Vi) 
con quello della seaiiordiuala ED , dovrà ugua- 
gliarne il scgueute trinomio 

c 4 „ c S /C 5 - i-d' 1 

+ -5- — «* = - «* ) . 

a 4 or a* ' a* J 

E ponendovi e 2 per c l -f- u 1 , sarà 

)• 

216. Cor. 11. E qui potrà dimostrarsi , come 
nell’ Ellisse §. 48 , esser Tang.ECD : Cot.ERD;: 
c a : a a . 

5. 217. «Se»/. In questa ricerca , come fu prati- 
cato nell' Ellisse §. 45 , potrà anche il metodo 
Cartesiano impiegarsi , che del valor della soltan- 
geute non si vale in alcun modo . 


PROP. XXX. PROBE. 


§. 218. Data V Iperbole AMm , ed in essa un. 
sistema di curde parallele , ritrovar la linea , che 
passa pe' loro punti medj. ( fig. 29. ) 

Solar. La retta Mei sia una di queste corde , 
ed O il punto medio di essa . Dal punto O , e 
da' punti estremi M ed m della delta corda si ab- 
bassino le perpendicolari OR , MN , ed nin sul 
semiasse AC della date Iperbole. E poi si pongano 
uguali ad v , e 5 le coordinate CR , ed RO del 
punto O riferì’ o all’asse RC. Inoltre sia la CNzroj, 
e P angolo V.\IO=p , di cui le grandezze m, n, h 
dinotino il seno , il coseno , e- la tangente rispet- 
tivamente . Sarà.NR=MV=;y — a , VO— h(v — x). 
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WN=RO — VO=rs-f-/i(« — v) . E dovendo essere 

c» 

per la natura della data Iperbole MN * — — - 


CN S — c 5 , si avrà ne’ simboli delle MN , e CN 
un’ equazione , che ordinata dispetto ad u diviene 


w* -f- 


a hù 2 (s — hv)u — a 2 c 2 a-(z — hv)' 


.... A 


h 2 a 2 — c" /i*a* — c 1 h 2 a 2 - 

E vi dovrà essere per quel , che si è detto nella 

ha 2 (hv — ;) ...» 

jrrop. VI. , — — — == v , cioè has = c-v , 

h'a 1 — c l i 

fattevi le debite riduzioni . E finalmente sarà 


nc-v z n 

* == — e - : — 

ma" v m 


Cioè 


(J. aig. Teor. Nell' Iperbole la linea , che pas- 
sa pe' punii medj delle corde parallele , V è una 
retta convergente al centro della figura , ed incli- 
nata all' asse per un angola , la cui tangente tri- 
gonometrica sta alla cotangente di quell' altro an- 
golo , onde ciascuna delle dette corde inclinasi al 
medesimo asse , in duplicata ragione dell' asse se- 
condario al primario , 


CONSEGUENZE , CNB TRACGONSI DALL’ ADDOTTI 
PROPOSIZIONE . 


220. I. Se la corda M/n intendasi fluire con 
«noto a se parallelo verso 1 ’ arco , che ne sotten- 
de $ ella gli diverrà tangente , quando le sue in- 
tersezioni con quell’ arco raccolgansi in un sol 
puuto . E perciò ciascuna delle anzidette corde 
dovrà esser parallela alle tangenti , che condu- 
consi alle Iperboli opposte per que' due punti , 
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thè 1’ indicata locale dee segnarvi . 

tj. 221. II. Défin. xxiv. Ogni re t^, che termi- 
ni alle Iperboli opposte, passandovi pel centro , 
n' è un diametro delia figura: e gli estremi di 
quella si dicono vertici di questa. Le ordinate del 
diametro son quelle Corde deli’ una , e dell’ altra 
Iperbole , che vi son parallele alle tangenti me- 
nate a queste curve per gli estremi del diametro. 
E l'ascissa, che corrisponde a ciascuna delle det- 
te ordinate , è la distanza , che vi tieit dal cen- 
tro il punto medio di essa corda . Finalmente 
ogni semiordinata , e la sua ascissa diconsi coor- 
dinate . 

§. 322 . III. Il centro dell’ Iperbole , i punti 
medj delle corde * die vi son parallele , ed i ver- 
tici di quel diametro , cui quelle sono applicate , 
si giaccion tutti per diritto . Dunque una retta , 
che unisca due di questi punti i dovrà passarne 
pe’ rimanenti * E da ciò potrà conoscersi il cen<- 
tro di un’ Iperbole , quando ninno de’ suoi dia- 
metri. ne appaja . 

J. a? 3 . IV. In questa figura vi deggion essere 
infiniti diametri disuguali fra loro . Il minimo di 
essi u’ è 1 ’ asse principale . Quei , che gli son piu 
d’ accosto , son minori de* piu rimoti . E due 
diametri , che inclinansi all’asse ugualmente , son 
tra se uguali . 

jj. 224. V. Se dal centro C dell' Iperbole AMF 
si tiri la retta CL parallela alla FP tangente 
( fiS' -9‘ ) essa curva ; quella parallela dovrà 
cadere sull' altra Iperbole DL , eli' è conjugata ait 
antidetta Iperbole . . • 


i 3 a Trattato Ajahuco 
I mperocché la curva Al m è al disotto della sua 
tangente l 1 l^p ( 3 o) , e molto più della retta CL, 
Che ho supposto esser parallela alla delta tan- 
gente , c starne al di sopra , E perciò compito il 
parallelogrammo ACDG dal semiasse principale 
AC , e dal suo secondario CD , vi si conduca la 
diagonale CG . Sarà (>97) 1 ’ angolo ACG minore 
di APF , o del suo uguale ACL . Onde dovrà 
essere 1 ’ angolo DCL minore di DCG , e la ret- 
ta CL dovrà cadere in sull’ Iperbole DL coniu- 
gata dell’ altra AMF (207) . 

§. 225 . VI. Inoltre pel Teorema precedente sta 
Tang. FCA a Cot. FPA , o a Tang. LCD , co- 
me c a a da 3 . E conducendo nel punto L dell’ 
altra Iperbole DL la LQ tangente a questa cur- 
va , sarà pel medesimo Teorema Tang. LCD a 
Cot. LQD , come a 3 a c 3 , cioè Cot. .LQD 
Tang. LCD :: c* : a 3 . Dunque per la 11. El. V. 
dovrà essere Tang.FCA : Tang.LCD Cot.LQD: 
Tang.LCD;cioè Tang.FCA sarà uguale a Cot.LQD. 
E quindi la retta CF dovrà esser parallela alla 
tangente LQ . E ciò vuol dire , che condacendo 
nell iperbole principale un qualunque semidiame- 
tro , si può sempre esibire un altro nella conjugata, 
talché ciascuno di essi sia parallelo alle ordinate 
dell? altro . 

§.228. Y II. Defin. xxv. Due diametri dell' Iper- 
bole si dicono conjugati , se ciascuno di essi sia 
parallelo alle ordinale deH’ altro . E ’1 parametro 
di un diametro è la terza proporzionale in ordine 
«d esso diametro cd al suo -conjugato . Ved. -t 8. 
$• 22 7* ^ AIL Si chiamino a , e ? due semidia- 
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metri conjugali di un’ Iperbole : 0 e <f> sieno gli 
angoli, ond'essi rispettivamente inclinatisi all'asse: 
eper/ esprimano il seno c ’l coseno del i.° de’ 
detti angoli , ed m ed re sieu que’ dell’ altro . 
Sarà (aoj) 






l’ni 


9 *®*- 


2 2 ’ 

~j) il 


q »c* — p* a* 


a * m* a 1 


$. ?.a 3 . IX. Cioè il numeratore del fratto , eh' 
esprime il quadrato di un semidiametro dell' Iperbole 
principale , è il prodotto de' quadrati del semiasse 
primario , e del secondario . E 7 denominatore vi 
Contiene il quadrato del semidiametro secondario 
meno quello del primario ; ma il primo di questi 
due termini dessi moltiplicare per lo quadrato del 
coseno , e V altro per quello del seno dell' angolo , 
onde il detto semidiametro inclinasi all' asse . 

§• 229. X. Ed essendo pel Teorema , ebe di- 
anzi ho proposto nel jj. 219, : — j; c 3 : a’ , 

1 m , 

C* 

sarà pm = — nq . E si potrà dimostrare , come 
nel 5 g , esserne 


tu 




ma- 


m * a 2 — r, * c 9 


(?_9) = = V(»..«+... 4 ) • 

Finalmente, se porremo nel valore di a' questi, 

«he ho qui recati alle p , e q, sarà 

re/’a^-f-re’c* 
a — — — — — — : — . 
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P R 0 P. XXXI. PROBI. 

$. a3o. Data V Equazione , che ha ! Iperbole 
AM« per le sue coordinate rettangolari CX , ed 
MN , ritrovar quella , che le dee appartenere per le 
coordinate obblique CO , ed MO ( Jìg. at) ) . 

Soluz. Si cbiamiuo a* , ed y le proposte coor- 
dinale CO , ed MO : ed a, e y il semidiametro 
principale CF , e’1 suo conjugato CL. Inoltre sia 
1’ angolo VMO= f , c 1’ altro ACF = 9 , e sie- 
no tn e p i loro seni , ed n e q i coseni rispet- 
tivamente . Sarà , premettendo gli artifizj geome- 
trici del Probi, prec: (a) , 


(a) Il metodo della permuta delle coordinate , 
tanto benemerito a' progressi della Geometria su- 
blime , fu egregiamente recalo dal sommo Eulero 
Introd. in Analys. i/if Voi. II. sect. a 3 . . . . /\6, 
e nello stesso tempo , ó con pari eleganza rappor- 
tato dal ! insigne Cramer nell' Introd. a V Analys. 
des lig. courb. sect. a 4- . . . t 3o. Vi mancava il 
metodo , onde passarne dalle coordinate obbli- 
qne ad altre puranchc obblique . Ed ei fu supplito 
dal valentissimo Kaisnero , le cui speculazioni fu- 
ron poi illustrate da Federico Rudigero , da Carlo 
IiiJenburgo , e da altri Geometri di Europa . Ma 
qual n è mai cotesto metodo di permutazione ? Ei 
principalmente consistè nel convertir ! Equazione 
di una curva , eh' è tra due coordinate di essa, in. 
un'altra tra due altre coordinate , che sitno comun- 
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1 ; m :: 

y •• 

ov , 

> • p 

x 

: OR, 



1 : n :: 

y ’■ 

MV 

1 : </ 

y. x 

: CR . 


E 

quindi 

0 V 

=: my , 

MV 

~ n y> 

OR = 

P x » 

CR: 

= < 7 * , 

Ci\ 

= CR- 

— RN 

— 9* ■ 

— «r « 

ed 

MN 

xx OR — 

ov 

= px — 

- my. . 

E dovendo essere, 


*(i8.j) per la natura della data Iperbole, MN a = — j 


CN a — c a , si avrà nc’ simboli delle MX , e G.M 
la sottoposta Equazionè E ' 


p'x^-^-m^y- — •y.pmxy~~(cj z x' 1 -\-n~y' 1 — iqnxy) — e a , 

nella «piale dovranno sparir que’ termini , clic 
contengono il rettangolo delle coordinale x ed y. 
Imperocché si è qui sopra dimostrato (239) es- 


servi pm — —? nq. E perciò ella ordinata rispet- 
to ad y diviene 


<7 l c a — n a « s 

vi — 7 Si x 5 

y — ,«»**— ft’c» 


a-c‘ 

— » a e* 


E ponendo in quest’ ultima Equazione i Valori 


que date , o assunte. Or se tu data linea ecceda il 
2. 0 grado , o Se quel passaggio debbasi fare da 
coordinate obblique ad altre benanche obblique , si 
sogliono per agevolarne il calcolo praticare i me- 
todi combinatorj degli analisti Tedeschi i Signori 
Jndcnbourg , Pfaff , Prasse , ec. Intanto io lodo il 
magistero analitico di tutti questi Geometri : e nc' 
passaggi , che qui ho dovuto fare da un' Equazione 
. all'altra , ho Jatto guidarmi da due triangoli dati 
di specie , che immediatamente gli eseguono , e più 
facilmente intendonsi da' C.ovuni . 
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de’ fratti , elle vi si osservano (227) , sarà finale 

mente 

y " 1 — \ *' — Ì 1 • • • • Cioè ( b ) 

fif 

<j. 23 1. Teor. Pe' semidiametri conjugati del P 
Iperbole AMm ottiensi un' Equazione pariforme a 
quella , che ne fu recata per V asse principale } cioè 

alla y % z=. ~ x 5 — c 1 . 
a* 

<j. a 3 a. Cor. 1. I quadrati di due semiordinate 
di un qualunque diametro dell’ Iperbole son co- 
me gli eccessi de’ quadrati delle loro ascisse sul 
quadrato del semidiametro , o come i rettangoli 
delle loro ascisse valutate d’ amendue i vertici . 

a 33 . Cor. 11. E ’l quadrato di una di queste 
semiordinate starà al rettangolo delle sue ascisse 
computate d’ ambedue i vertici , in duplicata ra- 

(b) Si potrebbe questa dimostrazione al par di 
quella dell' Ellisse eseguire col maneggio dell' E- 
quazione A Prop. XXX. , e nel seguente modo » 
» siila fine di quella Prop. si è dimostrato esserne 

* h. a . — v . Dunque il i.° membro di essa 

>i /»*«» — c» 7 

a Equazione sarà w* — a vu . E da quel pareg~ 

li 1 a* — c* 

i> giumento risultandone hv — z~ j— 5 v , 

* ne sarà il 2 0 membro , fatte le debite ridu - 

— «*c a * (h'a* — c») 

>, sioni, uguale a ~~ v h*a* ’ 

E se, vi si aggiunga v" 1 , si avrà un' Equazione da 
doversi maneggiare , come quella dell Ulisse 
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gjone de! diametro secondario al primario , o co- 
me 11' è ad esso diametro primario il suo para- 
metro . , 

a 34 - Cor. tu. Si chiami p il parametro dell' 
asse principale dell' Iperbole, c z un’ ascissa com- 
putatavi dall’ un estremo di esso : e poi vi si ponga 
la corrispondente semiordinata uguale ad y ; sari 

y % r= ps -J- - — . Le quali cose colla guida de* 
la 

^5* 76, e 79 si potran qui raccorre. 

PROP. XXXII. TEOR. 


§. a 35 . Nell' Iperbole la differenza de' quadrati 
di due semidiametri conjugati è uguale a quella 
de' quadrati de' semiassi conjugati . E 'l paratie - 
logrammo , che compiesi da que' due semidiametri > 
è quanto il rettangolo de' detti semiassi . 


Dimostr. Si è dimostrato qui sopra ne" §§. 329, 
227 esserne 


a »w a fl 4 -f-n*c* 

a m 2 a * — « a c a ’ 


7 * = “ 


a*c» 




. (a) 


n a c* m*u* — n* 1 

Se dunque dalla prima di queste due Equazioni 

sottraggasi la seconda , avrassi 

m 5 a 4 -fa , C 4 — a 2 c'(m 2 -l-n 2 ) 

à 1 — -y a = — — , „ - — — — = a 1 — c*. 


(a) Si sa esserne m* -f- n* = 1 . 


* 
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■Pari. II. L’ aja del paia llelogrammo, eli» com* 
piesi da’ semidiametri a, e y, è uguale ad aey.sen. 
(<p — 8) . Dunque , prendendo i valori delle a, y , 
e sen. ( <p — 8) qui sopra esibiti (229) , sarà quel 
parallelogrammo uguale al prodotto delle sotto- 
poste grandezze 

, V, m 3 «- — n ~ c l J \ m - a - — tfc 1 J 


flie riducesi ad ac . 

5. a 36 . Cor. j. . Di qtli si raccoglie , che sia 

e*r a * 

y 1 = a a — a 2 + e 2 = — a 2 , ponendovi il 

valore della a* recato nel 191. Cioè a dire con 
questo 'binomio esprimesi il quadrato del semi- 
diametro CL conjugato a CF . Mentre il qua- 
drato d^lla normale , che (ai 5 ) corrisponde all’ 
estremo F di questo semidiametro , è uguale a 

<5. 237- Cor. 11. Dunque la normale dell' Iper- 
bole in un qualunque punto di essa curva dee 
stare al semidiumetro coniugato di quello , che 
passa pel suddetto punto , come l' asse secondario 
al principale . 

<J. a 38 . Seoi. Anche nell’ Iperbole le sci gran- 
dezze a , c , a , y , <p , 8 hanno tal nesso fra lo- 
ro, che da tre di esse si possono le tre altre de- 
terminare . E ciò in forza delle tre Equazioni 
a 2 — y 5 sa s — e' , ecy.sen.(^ — 9 ) = ac , c Tang. <f>. 

Tang. 6 = — - : le quali si potrà n ridurre a tie 

CL * 


Digitized by Google 



&E£1B Sezioni Coniche. i3t) 
altre , che sieno sgombre «li grandezze» transcen- 
denti , come si è praticato nell' Ellisse § 85. E 
perciò dati di grandezza , e di posizione due dia- 
metri conjugati di un Iperbole , vi si potran de- 
terminare gli assi conjugati . Imperciocché espri- 
mendo per x il semiasse principale , e per y il 
coniugato , si dinoti per jz il semidiametro prin- 
cipale , c per y il suo. conjugato , i quali sien da- 
ti , e contengano un angolo , il cui seno sia K . 
Si dovranno a tal oggetto risolvere le due Equa- 
zioni r 2 — y* = or — y" , ed xy r= Kay per vi 
determinare le ignote x , ed y. Lo che abbastan- 
za è nolo dall' algebrico Algoritmo . 

PROP. XXXIII. TEOR. 

§. o 3 g. Se dagli estremi F , ed L de' semidia- 
metri conjugati CF , CL si calino le perpendico- 
lari FE , LH sul semiasse principale AC , e sul 
secondario CD rispettivamente ; quelle rette dovran 
segnarvi in questi semiassi due ascisse proporzio- 
nali ( fi g. 29 ) a' medesimi semiassi . 

« 

Dimostr. Si legga li dimostrazione della Prop.* 
X. dell'- Ellisse con riscontrarvi la citata figura 
dell’ Iperbole . 

PROP. XXXIV. TEOR. 

y 0.^0. Per un qualunque diametro dell' Iperbo- 
le dovrà verificarsi ciò , che si è dimostrato per 
I asse §.194: cioè, che vi sien continuamente prò- 
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porxionali f ascissa , cfte corrisponde all ’ ordinata 
pel contatto , il detto semidiametro , e /a mede- 
sima ascissa diminuita della sottangente . 

Dimostr. Questa verità può ricavarsi con quell’ 
istesso metodo , che ho impiegato nella Prop. a5: 
e con questo solo divario, che qui la t dee di- 
notarvi il rapporto del seno di MPN al seno di 
MNP , come nell’ Ellisse §. g5. E lo stesso as- 
sunto potrebbesi convenevolmente conseguire co’ 
melodi proposti ne’ §§. 97 , 98. 

§. 1. De/, xxvi. Un’ Iperbole si dice Pari- 

latera , o Equilatera , quando 1' asse principale 
pcreggi il suo conjugato . E , se ciò non si av- 
veri , 1’ Iperbole si dirà Scalena . 

242. Cor. 1. Nell’ Iperbole parilatera ogni 
diametro è uguale al suo conjugato . Impercioc- 
ché (235) essendo a- — y 7 —a * — c 1 , ed a a — c a =o , 
anche dee essere a" — y*=o , ed a~y . 

243. Cor. it. E pai-ciò .1’ Equazione di una 

tal Iperbole relativamente agli assi ed al centro 
sarà — a* . E pe’ diametri conjugati ella 

dovrà essere — a* . 

PROP. XXXT. TEOJ. 

2.4 (• Ae dagli estremi di un diametro AB dell' 
Iperbole pariltilera NHC conducami ad un. punto 
C di essa curva le dùe rette AC , BC ; gli angoli 
afa buse AB dell' emergente triangolo ABC avran 
sempre una data differenza . ( fig. 3 o ) 
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Dimostr. Si ponga il semidiametro GB=a, e si 
chiamino x ed y le coordinate GD , DC , che 
corrispondono al punto C ; sarà per- Io Coroll. 
prec: y 2 = x* — a", e con ciò y : x — * x -j- a: y. 
Cioè DC : DB :: DA : DC. Onde per la (5. El.Vf. 
dovrà esser l’angolo DCB ugnale all’altro DAC. 
Ma per essersi prodotto il lato DB del triangolo 
DBC è 1’ angolo esterno ABC = BDC -f- BCD 
~ BDC -f- BAC . Dunque sarà BDC = ABC 
— BAC . 


a45. Cor. E se da un punto N di questa 
curva conducansi le due rette NH , ed N K agii 
estremi deli' asse principale 1IK ; gli angoli acu- 
ti , eh' esse forman col detto asse , sono , presi in- 
sieme , uguali ad un retto Dal punto N si ordini 
all'asse la NM, e sicno x ed y le coordinate GM, 
ed MN . Sarà (a4a) y* = x 3 — a 3 1’ Equazione 
di quest' Iperbole Parilatera . Onde dovrà essere 

— =£ — = — -t- , cioè Tang. NHM = Cot. NKM . 

x — a y 

E quindi NHM -j- NKM uguale ad un retto (a). 


(a) Quest' insigne proprietà dell ' Iperbole Pari- 
latera immediatamente si deduce dall' Equazione di 
essa curva . E ne abbisognerebbe un lungo cal- 
colo per poterla conseguire coila Geometria anali- 
tica a due coordinate . Vedi Biot Essai de Geom. 
Analyt. pag. aoo. E quel , che piu ne duole , que- 
sto metodo non potrebbesi universalizzare per rile- 
varne la verità del presente • Teorema . L' inge- 
gnosissimo Roberto Simson con un prodigioso la- 
vorio di Sintesi ha dimostrata la medesima verità 

io 
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CAP. V. 

DEGII ASSINTOTI DELLE IPERBOLI . 

§.2 { 6 . Nel Capitolo precedente lio rilevato dal- 
la T eoria de’ diametri principali di un’ Iperbole 
quella de’ loro conjugati , e senza frapporvi la 
dottrina degli Assintoti di essa curva , come la 
piupparte de' Geometri suol fare Ora , che de- 
gli Assintoti ragiono, io fo guidarmi da una pro- 
prietà de’ detti diametri , che qui propongo iu 
forma di Teorema . 

P R O P. XXXVI. T E 0 R. 

247. Le diagonali del rettangolo circoscritto, 
olle Iperboli (a) deggion passare per gli angoli 
opposti di un qualunque altro Parallelogrammo , 
che vi si circoscriva . ( fig. 3 1 ) 

Dimostr. Si compia il parallelogrammo CILR 


nell' Appendice del suo Trattato delle curve coni- 
che . Ma io mi lusingo , che la via euristica quas- 
sù calcata sia conducente a poter dimostrare con, 
eleganza la verità proposta , ed anche a rinvenir- 
la facilmente , se sia d’ uopo ; evitandosi per tal 
modo certe studiate preparazioni , che vi si soglion, 
praticare , o gli stenti nel ridurne il risultato . 
Ved. Arilm. Univ. del som. Newton Probi. /\i. 

(a) Per gli estremi di dqg diametri conjugati 
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da’ due qualunque semidiametri conjugati CR, Cl 
dell’ Iperbole RAM : e nel punto R intendasi con- 
dotta la normale RQ ad essa curva . Da’ punti 
R ed L si abbassino le perpendicolari RT , LH 
al semiasse CA dell’ Iperbole , e vi si compia il 
rettangolo RII . Sarà la retta RL tangente della 
curva in R (226) , e quindi perpendicolare alla 
RQ . E perciò i due angoli QRT, ERO , che son 
complementi dello stesso angolo ORX , saranno 
uguali : e dovranno esser simili i due triangoli 
QTR, LOR , clic son rettangoli in T> ed O , ed 
lian pure que 1 due angoli uguali . 

Ciò premesso , si ponga GII — x , IIL := z , 
TR — y, e quindi LO = LH — 110 ~ z — y. E 
poi la ragione di RQ ad RL esprimasi per quella 
di c ad a (2.37). E poiché per la similitudine de’ 
delti triangoli dee stare RQ : RL ;; 11 T : RO, cioè 

e : a\\ y : RO, salila retta RO = , l'altra CT, 

c 


eli’ è uguale a CH — TH, sarà x — , e dovrà 

(ai 4 ) essere la sunnormale QT = — — ^ 

C m X c V 

— — , Ma per la similitudine dc’mcdcsimi 


delle Iperboli conducansi ad esse curve le tangen- 
ti , che facciansi convenir tra loro ; il quadrilineo, 
che re’ emerge , sarà un parallelogrammo (220) , 
clic per le nozioni elementari potrà dirsi circoscrit- 
to alle due Iperboli opposte , ed alle conjugalc . E 
questa definizione dee anche valere po' parallelo- 
grammi circoscritti all' Ellisse 82. 


* 
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triangoli QTR, LOR è benanche RQ : RLlJ TQ : 

LO. Dunque sarà nc’ simboli di queste grandezze 

c*x cy . ex 

c : a — : z — y , e quindi z = — . 

a 1 a x a 

E perciò il punto L dovrà appartenere ad una 
retta , che passa per lo centro (ò) della propo- 
sta Iperbole , ed iuclinasi all'asse per un angolo, 

la cui tangente trigonometrica è quanto — . Cioè 

a dire il detto punto dovrà esser nella produzio- 
ne della CE diagonale del rettangolo de’ semias- 
si conjugati CA , CD: poiché anche l'angolo ACK 
ticn per tangente trigonometrica quel fratto . E 
di qui resta couchiuso il proposto assunto (c) . 

2.{S. Caroli. II semiasse AC inclinasi alla 
diagonale ECe del rettangolo circoscritto alle I- 
perholi per un angolo , che ha per tangente tri- 
gonometrica - : e per lo stesso angolo ei decsi 

all’ altra diagonale del medesimo rettangolo in- 
clinare. Dunque 1’ angolo ECB sarà duplo dell al- 

%ac 

tro ECA, ed avrà per tangente il fratto — — (d). 

5 . a49- Defin. xxvii. Una retta dicesi sissintolQ 


(b) Leggasi la nota (a) §. a.f- 

(c) Io lascio a' giovani il poter analiticamente 
rilevare e col regolo dell' addotta soluzione , qual 
sia quella curva , la quale passa per gli angoli 
opposti da' parallelogrammi circoscritti ad una da- 
ta Ellisse . 

(d) Si legga la nota (e) del f. 83. 

« 
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di una curva , se I’ mia di queste due linee può 
continuamente accostarsi all'altra , e per un in- 
tervallo minore di qualunque dato , ma senza 
poterla giammai incontrare . 

s5o. Scol. La possibilità del definito , di' è 
un Paradosso geometrico , si conoscerà chiara- 
mente dal Teorema , che or ne aggiungo . 

PROP, XXXVII. TEOR. 


25 1 . Le diagonali del rettangolo circoscritto 
alle Iperboli opposte , ed alle loro conjugate sono 
ussintoti di queste quattro curve . E propriamente 
ciascuna di esse è assintoto di que' rami iperbo- 
lici , tra ’ quali ella si distende d' ambe le parti . 


Dim. Si ponga OH e= x , GII — y, cd LH ~ z. 


Sarà pel Teorema precedente z = 


ex 


, c qum- 




C • y - 

*]j z 1 — — • Ma per la natura dell’ Iperbole 


GAM è y* — C —^ c* . Se dunque quest’ ulti- 

ma Equazione sottraggasi dalla precedente , a- 
vrassi s 2 — y' 1 = c 2 , cioè (r *-/) (*+y) = c* . E 
quindi 


z—y 




Ma z-\-y , o la retta LM , può divenir maggiore 
di qualunque retta data , come ben si compren- 

c 2 

de.. Dunque il fratto -q— • , o il suo valore z—y, 
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cioè la retta LG può Ersi minore eli qualunque 
dato intervallo, e senza poter mai divenir zero. 
E perciò la retta C L per la premessa definizione 
sarà assintolo del ramo iperbolico AI 1 G . E lo 
stesso per gli altri rami dì quelle quattro iper- 
boli si potrà concludere convenientemente . 

Conseguenze , che si traggono dall’ addotto 
Teorema . 

202. I. Ciascuna della due diagonali del ret- 
tangolo , che si circoscriva alle dette Iperboli , è 
assintolo di quattro rami iperbolici : cioè di due 
rami alterni delle iperboli opposte , e di due altri 
delle iperboli conjugatc , che sono alterni fra loro y 
ed adjacenti a' due primi . Cioè (fig- 26 . ) la ret- 
ta RCr è assintolo de’ rami alterni AD , an del- 
le iperboli opposte NAD, nati, e degli altri due 
RE , e bri delle iperboli conjugate : e questi sono 
alterni fra loro, ed adjacenti a’ primi . E lo stes- 
so intendasi dell'altra retta SCs convenevolmente. 

§. 2.53. II. Ognuna delle quattro Iperboli già 
dette ha per suoi Assintoti due di queste quattro 
sentii Ungono li , entro le quali ella si contiene. Co- 
si le rette CS , c Cr sono assintoti dell’ Iperbole 
IVAD, eh’ è dentro ad esse . E I’ angolo di queste 
semidiagonali suol dirsi Angolo Assintotico . 

III. Or cotest'angolo assintotico sarà retto, 
acuto , o ottuso , secondochè ! asse principale dell' 
Iperbole , che il sottende , sia uguale, maggiore, o 
minore del suo secondario . Imperocché la tangen- 
te trigonometrica del detto angolo (2 j 8 ) è uguale a 
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• Ma supponendo a = c , e quindi parila- 

tera 1’ Iperbole , ne diviene infinita 1’ espressione 
zac : ( a 2 — c 3 ) . Dunque dovrà esser retto quell’ 
angolo assintot co . E supponendo a > c , sarà di 
finita grandezza il proposto fratto , ed insicin po- 
sitivo : laddove ei sarebbe finito , e negativo , se 
si supponesse a < c . Dunque nel i.° caso un tal 
angolo sarà acuto , e nell’ altro ottuso , come da’ 
principi trigonometrici n’ è stabilito . 

§. a55. IV. Una tangente dell' Iperbole , qua - 
lor sì distenda insìno agli assintoti di tal curva , 
dee restar divisa in parti uguali nel contatto . E 
ciascuna metà di essa sarà uguale al semidiametro 
coniugato di quello , che passa pel detto punto . 
Questa verità è una conseguenza immediata del 
precedente Teorema . 

§. aó6. V. E quindi , (fig. 3i ) se ad un punto 
R dell’ Iperbole RAM vogliasi condurre la tan- 
gente , potremo col precedente principio agevo- 
larne nel seguente modo la costruzione. Dal dato 
punto R si tiri la RN parallela all' assintoto CB, 
e poi si prenda la parte LN uguale alla NC , e 
si congiunga la LR . Questa retta sarà la tan- 
gente, che si domanda (§. 255) , e Prop. 2 . EI. VI.) 
§. a5y. VI. Dall’ Equazione all’ Iperbole prin- 

cipale , cioè dalla ^ c a si potrebbero 

immantinente rinvenire gli assintoti di questa cur- 
va. Cioè , vi si suppongano d' infinita grandezza le 
coordinate x , ed y ; in tal caso potrà trascurarsi 
la c* nella proposta Equazione , che dovrà ridursi 
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a ]I a y* — C 2£ , o alla + v =— . Ma 1’ ele- 
• a* a 

mento di tal curva , il quale Ita le i ed y in- 
finite , coincide coll' assinloto di essa , ondo 
quest’ ultima Equazione dee anche appartenere a 
quella retta . Dunque 1’ Equazione all’ uno , ed 

ex 

all’ altro assinloto sarà + y e=z — . 

a 

PROP. XXXIX. TEOR, 

§. t58. Se per un qualunque punto di un' Iper- 
bole si tiri una retta , che incontri i due assintoti 
di essa curva ; il rettangolo delle parti di quella, 
retta , che restano tra gli assintoti e V detto punto y 
sarà uguale al quadrato del semidiametro dell' I- 
perbolc parallelo ad essa retta . ( fg. 3a ) 

Dimostr. Per lo punto M dell’ Iperbole GAM 
siasi condotta la retta LMK. , che incontri in I* 
e K gli assiutoti CL e CL di essi» curva , ed in 
un altro punto G la stessa Iperbole GAM, for- 
mandone la corda MG . Si tiri la retta CH dal 
punto medio di questa corda al centro di quella 
curva , cui si conduca la tangente EAB per 1’ e- 
strerno A del semidiametro CA : ed ella ne in- 
contri in E , e B i detti assintoti . Dovrà esser la 
retta EB parallela alla LK (aao) , e le ( 247 ) EA 1 
cd AB uguali fra loro , ed al semidiametro con- 
iugato di CA . Ciò posto, sia CA = a, AB=:y^ 
CH ~ r , HM =z y , ed HK = 2 . Sarà CA ; 
AB CH : HK po' triangoli Ùmili CAB , CHE,- 
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cioè a 


x : s , e quindi z 


e z 


o <> 

y x* 


Ma è poi (a3o)j-* = 


■y 2 * 2 


— y 2 . Dun- 


* a 2 

que togliendo quest’ ultima Equazione dalla pre- 


cedente sarà s 2 — j ' 


cioè il rettangolo 


LMK uguale al quadrato di AB , o del semidia- 
metro conjugato di CA . 

Cas.II. Che se la retta MR incontri nel punto 
R 1’ Iperbole aR opposta alla primiera AM , dal 
centro C di essa curva si meni la CA parallela 
alla MR , ed in A la tangente E AB nella detta 
Iperbole AM . E poi si ponga la MK = v , l’al- 
tra CA = a, e la BA = y . Sarà per lo caso 

y~ 

precedente ML = — . *Ed essendo , pe’ triangoli 

simili CAB , PMK , AB : AC MK : MP , o 
ne’ simboli di queste grandezze y : all v : PM , 

sarà PM = ^ . Ma è anche AB : AC :: ML : 

y 

MQ pe’ triangoli simili CAB, QML. Dunque sarà 
y : a — : MQ , c la MQ = ~ . E dovrà 


«ssere PM X MQ ss ^ X — = . 

y v 

• §.a5g. Coroll. I due rettangoli LMK, ed LGK, 
come uguali allo stesso quadrato di AB , sono Ta- 
gliali fra loro . Dunque dovrà essere per le no- 
zioni di Geometria la MK uguale alla GL . E 
così pure può dimostrarsi esser la PM uguale al- 
la QR. 

5- a6o. Def. xxviu. Ogni applicata tra un ram* 
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iperbolico , e 1’ assintoto di esso , la quale sia pa- 
rallelo all’ altro assintoto , suol dirsi Ordinata 
dell' Iperbole tra gli Assintoti . E la parte dell’ 
assintoto , eh' ella ne tronca insino al centro , è 
V ascissa corrispondente alla detta ordinata . Fi- 
nalmente quest'ordinata , e quell’ ascissa si diran- 
no Coordinate dell' Iperbole tra gli Assintoti . 

261. Def. xxix. La Potenza di uu’ Iperbole 
è la quarta parte del quadrato dell’ eccentricità 
di essa curva , o della somma de' quadrati de’ se- 
miassi conjugati . E 'l lato di tal Potenza è la 
metà dell’ eccentricità suddetta . 

§.262. Coroll. Tutte e quattro le Iperboli con- 
iugate hanno gli stessi assintoti , ed una medesi- 
ma Potenza . 

§.a 6 i.Scol. Da un punto (fig. 3 i ) qualunque M 
dell* Iperbole RAM, ch‘è tra gli assintoti CK, CL, 
si tiri la retta MP parallela all' assintoto CL , e 
che ne incontri 1 ' altro CK in un punto P . La 
retta MP sarà un’ordinata di quest’iperbole tra gli 
assintoti : e la CP la sua ascissa . E si vedrà qui 
appresso , che il lato della Potenza di quest’ Iper- 
bole sia quell’ ordinata, che vi procede dal vertice 
principale di tal curva, o la metà del lato di quel 
rombo , eh’ io rapportai nel 182 pi r far cono- 
scere il sito , e la grandezza delle due Iperboli 
opposte , e delle loro conjugate , 
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PROP. XL. T E O R. 

264. Il rettangolo delle coordinate in un' I- 
perbole tra gli assintoti c 1 sempre uguale alla Po- 
tenza di essa Iperbole , 

Dirnostr. Sieno RIP , e PC due coordinate all’ 
Iperbole tra gli nssiutoti CL, CK, e per lo ver- 
tice principale A vi si distenda la tangente AB , 
che gl'incontri in B , ed E; ed in K ed L li se- 
ghi la retta LRiK condotta per RI parallela ad 
AB . Sarà PM uguale a PK : poiché il triangolo 
RI PK c isoscele al par del suo simile ECB. Intan- 
to pongasi CP = x , PRI = PK — v , CA = a , 
AB = c , e CB = V(*M-c s ) = c. Sarà CP : LRIj; 
PK : KRI ;; CB : BE , cioè x : LRI ;; e : ac, 
ed y : RIK e : ac . Dunque moltiplicando fra 
loro i corrispondenti termini di queste due ana- 
logie , e ponendovi (a 58 ) c 3 per lo rettangolo 
di LM in RIK, sarà xy : c 1 “ e 3 : 4 C % c quindi 
try ^ e 2 . » • * « H 

■ .. . ,>■> ■ ; . « ? • -‘«-'kit 

Conseguenze , che discendono dal presente. 

Teorema . 

§. 260. I. Le ordinate nell' Iperbole tra gli as- 
sintoti sono inversamente come le loro ascisse . E 
quindi se una di coleste coordinate si chiami v , 

P altra dovrà essere uguale ad 

a66. II, La Potenza dell' Iperbole tra gli 
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assùntoti è quanto il quadrato dell' ordinata , che 
ri si conduce dal vertice principale . Infatti , se 
dall’ estremo A del semiasse CA si tiri la retta 
AV parallela all' asintoto CL ; dovrà essere , pe’ 
triangoli simili BAV , BEC , 1 ’ ordinata AV me- 
tà della CE , come n’ è la BA della BE . Ed es- 
sendo la CE uguale all’ eccentricità dell’ Iperbole 
RAM , la detta ordinata- ne sarà una metà , e 
quindi uguale al Iato della delta Potenza . 

2 67. III. Si chiami <f> 1 ’ angolo MPC , o il 
suo uguale AVC, e si ritengano i simboli quassù 
adottati . Sarà xy — ^ e* , e quindi xy X sen <p 
= ~ e a X sen.$> . Cioè il parallelogrammo , che 
compiesi dalle coordinate MP , PC , è quanto il 
rombo , che tien per base la retta AV , e la <f> per 
uno degli angoli alla sua base . 

§. 268. IV. Se al punto L dell’ assintoto CI* 
di essa curva s’ inclini sotto un dato angolo la 
retta LK , col maneggio dell’ Equazione H si po- 
trebber conoscere gl’ incontri della retta LK e 
della curva GAM . ( fig . ) 

Poiché, supposto essere il punto G uno di quest’ 
incontri , si ordini la GN , e si ponga LN ~ x , 
LC = li , Tang. L = t , e quindi NC = /» — r , 
e GN = tx . Sarà GN X NC uguale alla potenza 
dell’ Ip erbole , cioè tx(h — x) = ~ e 2 : e quindi 

x" 1 — hx 4 - t — = o . . . I 
Sicché risolvendo quest' Equazione , sarà 

*=-:•* -i 
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Cioè a dire sarà la retta LO il primo valore del- 
la x , e l'illro dovrà esser quella della LN: sup- 

e » 

ponendovi, clic non sia A* < — , cioè che non vi 

abbia luogo il caso impossibile . 

§ 269. V. Ma la retta CO , eh’ è ugnale ad 

LC — LO , sarà quanto A — { h — A V ^A 2 — 

— \ h — ; \(h* — , cioè LN = CO , e 

quindi ancora LG=MK. E da ciò può anche infe- 
rirsi quello , che per altre vie ho (aòq) dimostra- 
to , che quando una retta sega un' Iperbole , e gli 
assintuti di essa , le sue partì , che restano tra 
ciascun ramo iperbolico e 'l suo assintoto , sien fra 
se uguali . E supponendo uguali le due radici 
dell’ Equazione I, cipè quella retta tangente dell’ 
Iperbole (ali), dovrà esserne x = A A Dunque 
( sottangente LN nell' Iperbole tra gli 

assintuti è uguale , ed opposta alla corrispondente, 

e 1 

ascissa CN . E finalmente sarà t =z — . 

A a 

§.270. VI. L' Equazione x 9 ^ 4 — -5-5- e 4 =o(/fg-. 33 ) 


pub rappresentare le due Iperboli opposte AM , ed 
am , e le due loro coniugate M’B , rnb . Ma po~ 
nendovi la CP =: x , e /’ ordinata PAI — y , il 
fattore xy — A e ' 1 =0 di quell' Equazione dovrà 
rappresentare le due Iperboli opposte , c l' altro 
xy -f- ■! e 3 = o si apparterrà alle due loro conju - 
gate . E perciò que l' Equazione biquadratica vi 
dovrà dinotare un sistema di due diverse curve , 
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Per 1’ intelligenza di questo ulilissimo Princì- 
pio («) sarà bene l’avvertire le seguenti cose. Cioè 
( fig . 33 ) supponendo CP = -p.x , e PM = -j-j', 
dovranno esser negative le ascisse opposte alle 
CP , e negativa le ordinate opposte alle P3I . E 
perciò 

(a) ó’e mai nel rimontarne da. qualche proprietà di 
una curva alla natura rinvengasi un' Equazione 
risolvibile in due , o più fattori ; ciascuno di que- 
sti dovrà rappresentare una curva particolare , che 
gode la proprietà proposta. Cosi il sommo Newton, 
volendo ritrovare il luogo del vertice di un trian- 
golo , che abbia una data base , ed una data dif- 
renza degli angoli in sulla base, si abbattè ad un' 
Equazione biquadratica a due indeterminate . Ed 
ei seppe disciorla in due fattori quadratici , V uno 
rappresentante un' Iperbole parilatera , e V altra 
un cerchio : e poi conchiuse , che ad una tal ri- 
cerca poteva esser soddisfacente sì l' una curva , 
che 1' altra . Ved. Aritm. Univers. Neivt. Probi. 

4 1 . • Il celebre Eulero nel ricercare una curva , 
che avesse in massimo , o in minimo grado una 
certa funzione delle coordinate rinvenne la se- 
guente Equazione y i — xy * + (x'—ax)? -f- ax 2 
— .v* — o . E poiché i fattori di questa sono 
y — x z=z o , ed y 1 — ax -j- x 2 = o , tanto la ret- 
ta , che il cerchio rispettivamente designati da 
quest' Equazioni , avranno la proprietà proposta , 
ed in quel grado . Mcthodus inveii, lineas curv. 
Max. . . . pag. 4i. E così in simili casi da questi 
Geometri , c da altri si è praticalo . 
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essendo sarà 

CP= x, PM — y , CP X PM = xy = Le\ 
CP — x , P tri = — y , CPX P»*' = — xy— e 1 , 
Cp — — x, prn ^ — y , Cp x r m — *y — 7 e% 
-Cp = — x,pyi'=zy, CpXpW= — xy=:\e*. 

Laonde 1 ’ Equazione x*y* — e* — o, ch’è 

il prodotto di xy — A e 1 = o, e di xy -}- ~ e 2 =2 o, 
dovrà dinotare un sistema di due diverse Iperboli 
a’ medesimi assiuloti rapportate (igo) . 

271 VII, Lilialmente nel voler descrivere un* 
Iperbole, che passi per un dato punto M, e che abbia 
per suoi assintoti le rette CL, CK date di posizione 
potrà impiegarsi il metodo , che segue (fig. 3 i ) . 
Si tiri MP parallela a CL , e si chiamino b ed h 
le coordinale CP , e PM della richiesta curva , ed 
m ed n il seno e ’l coseno dell’ angolo AC6 metà 
del dato LCK . Sarà (264) 1 ’ eccentricità di essa 
curva uguale a ì\bh , Il semiasse principale sarà 
2 n\bh , e ’1 suo secondario dovrà essere 2 m^bh. 
Onde pel §. 171. ella potrà descriversi con moto 
organico . E se per lo punto M si tiri comunque 
la retta LMK , e vi si prenda GL uguale ad MK, 
c lo stesso poi si pratichi in altre rette tirate per 
quel punto M , si avrà per assegnazion di punti 
la stessa curva (259) , 

§. 272. Postai. Per le seguenti ricerche potrà 
porsi uguale ad 1 la potenza di un’ Iperbole , e 
con ciò anche uguale ad 1 il suo lato , 
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27 3. Se tre ascisse nell' Iperbole tra gli as- 
tiatoti sieno continuamente proporzionali , cui con- 
ducaci le corrispondenti ordinate ; lo spazio as- 
sintotico compreso dulie ordinate estreme , e dalle 
porzioni dell' arco e dell' assintoto , eh' esse ne 
troncano , sarà diviso in due parti uguali dalla 
media di quelle tre ordinate . 


Dimostr. Si cliiami b la prima di quelle tre a- 
scisse , cioè la CA , e poi si ponga uguale ad x 
la seconda ascissa CB , » quindi la terza CD 
x % 

= _ . Sarà AB = x — b , il qual binomio per 
b 

brevità di calcolo si chiami X , e dovrà esser la 
BD = — x = (x — b) = . Intanto pren- 


daci dalle AB, e BD due aliquote simili A a, B b, 
e sia re il n.° delle une , o delle altre. Sarà A a 

= . c B4= . E se ciascuna delle A a , 

re nb 

e B/3 contenga il n.° m delle dette aliquote , sa— 


, . mX mxX r , , mX r 

rà A«= — , B/3 = — — , Ca= b + — , e C/3 


re 


nb 


re 


■ — -r -1 — . E finalmente le ordinate all , e 

1 nb 

/Ulv , che corrispondono alle ascisse Ca, e C/3 , 
saranno uguali all’unità divisa pe’ valori delle Ca , 
L/3 respettivaniente ( 272 ) : essendosi supposta 

Parilatcra celesta Iperbole , e la sua potenza u- 
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guaio ad 1 ( ftg 3 f ) . Per la qual cosa 
essere 


««.«li = — X 7 ~r~T= TTT» 

n b-\-m \ nb-^-tnX. 


lj 7 

dovrà 


b \ 3 . /JK 


« _ * 

nb 'a- -f" m rX nb-\-rn\ ‘ 


ab 

Cioè a dire son Ira se uguali i rettangoli di ua 
in all , c di />/5 in / 3 K . Or nella stessa maniera 
può dimostrarsi , che gli altri rettangoli inscritti 
nell’ aja iperbolica ABFE sicno uguali a’ corri- 
spondenti rettangoli , ciré sarebbero inscritti nell’ 
altra BDGF . Dunqrife pel metodo de’ limiti sa- 
ranno tra se uguali le due aje iperboliche ABFE, 
BDGF . 


§. m\. Corali, i. Se le ascisse CA , CB , CD, 
CL , eie. nella detta Iperbole sieno continua- 
niente proporzionali ; i quadri linei iperbolici 
ABFE , BDGF , DL 1 G , et c. saranno tra se ti- 
gnali . E quindi gli altri ABFE, ADGE, ALIE , 
etc. dovranno essere nella progressione de’ nu- 
meri naturali 1 , a , 3 , etc. 

<j. 375. Caroli. 11. Dunque i quadrilinei iperbo- 
lici ABFE , ADGE , A UH , etc. son logaritmi 
delle corrispondenti uscisse t.B , CI) , CL , etc. : 
o delle ragioni di CB a CA , di CI) a CA , di 
CL a CA , etc. 

§. 37G. Corali, in. E potendosi continuare all’ 
infinito la serie delie ascisse CA,.CB, CD, 
CL , etc. continuamente proporzionali ; io spazi 1 
assiulolico ALXIE , «li’ è infinitamente fungo , 
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dovrà contenere un numero infinito ili quadrili- 
nei uguali , ili cui ciascuno C finito ili magnitu- 
dine . Ond’ egli avrà un' aja infinita . 

§ 277. Cor. iv. Dal centro C dell' Iperbole 
GFE couducansi le rette CE, CD agli estremi del- 
le ordinale AE , liF di essa curva • Saranno 11- 
guali i due triangoli CAE , CHI* per la i 5 . M, 
VI. Siccliè, togliendo ila essi il comune triangolo 
ACO, ne rimarrà il triangolo COE uguale al tra- 
pezio AHFO . Ed aggiungendo di comune a que- 
sti due spa/.j il triliuco iperbolico l'OE , dovran- 
no esser tra se uguali il settore iperbolico l'CE 
e'I quudrilineo iperbolico ABI* E, che poggiano 
sullo stesso arco FE di una tal curva. 

ti. 278. Scol. Farei torlo a’ Giovani studiosi , 
s' 10 qui tacessi certe immediate conseguenze di 
questo Teorema , che son di molta importanza 
nell’ Analisi Sublime , e mi pajono obbliate ne’ 
corsi elementari . Cioè a dire , si ponga ugua- 
le ad 1 la potenza della detta Iperbole , e sia 
anche 1 la prima di quelle ascisse coutinuanieute 
proporzionali : e le loro ordinate AE , BF , DC, 
eie. si prolunghino , sinché ne incontrino in M , 
IV , P , etc. il semiasse secondario di tal curva : 
cui si tiri nel vertice principale E la tangente 
QER . Coleste applicate tra’l semiasse coniugato, 
c I’ Iperbole , cioè le rette ME , NF , PG , etc., 

i 1 . 

saranno 2 , .r -I , x" 1 -f- — ; , etc. cioè dovran 

x x~ 

rappresentare i binomi delle parti reciproche . Im- 
perocché essendo semirette 1 ’ angolo ACM , sa- 
ranno le MA , AB , PD f etc. rispettivamente u- 
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guali alle grandezze 1 , .r , x 2 , etc. : laddove le 

«•il 

AE , BF , DG , eie. sono i , — , — , etc. II. a 

x x J 

inoltre per lo parallelogrammo EVJVM la reità 
ME è uguale alla NV, e quindi minore della INI’: 
e cosi anclie è la ME minore della PG , etc. 
Dunque niuno di que' binornj di parti reciproche 
può esser minore del a. E perciò 111.° essendo 
2 cos .( p sempre minore del a , non potrà mai 

supporsi x -f- — = acos.^>, ed insiem pretenderne, 

clic sicno reali i valori della x . Infatti risolven- 
do Ja proposta Equazione si avrà la x=rcos.^>4* 
V (cos.ip — i ) = cos + sen.f V — i . Del che 
nelle Funzioni Circolari («) . 


(a) Il Sig. Lagnili gè nelle Scuole Nomi . s' im- 
pegnò di dimostrare il Teorema Ciclometrico Co- 

lesiono col supporvi 'icos.tp = x -J- — , derivan- 

vandone con egregj analitici ripieghi dover esser 

benanche icos.né — x n -4- . d/a sembrami , eh 

x” 

ei non vi abbia evitate le grandezze immaginarie , 
come il pretende : poiché qui sopra si è veduto es- 
serne immaginai ia la x , tuttoché ella non appaja 
</' esser tale , 

* 
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1 * Il O P. XLII. PRO!) L. 

■p Da' principi del precedente Teorema vuol 

rin ai si un metodo per valutarne que quadrilinei 
iperbolici . 

Solili. Suppongasi uguale ad 1 il lato CA della 
{•utenza dell’ Iperbole Parilatera Gl'E , cd un’ 
alt »•’ ascissa CL si ponga uguale a K . E poi la 
•CB sia media proporzionale traile CL , c CA . 
fjarà per lo precedente Teorema il quadrilineo 
iperbolico LAEI uguale a iBARF. E prendendo 
ia ( i media proporzionale tra le CB , e CA, sarà 
pure BAEE= t* VEIL e quindi LAEI=i 9 X«A£H. 
E così più oltre procedendo si conchiuderà per 
induzione , che se la Codinoti l'ultima di cotesle 
medie proporzionali prese un numero n di volte, 
debba essere il quadrilinco iperbolico LAEI li- 
guide a a* X aAEe . 

Ciò premesso , essendo CL =r K , CA — 1 , e 
C 3 ; = CL X CA, sarà CB s— VK. s= K> . E così 
pure dovrà essere l «= yK» = . E dovi -4 * 

ben. indie conchiudersi per induzione esser Cu 

uguale a K elevata alla potenza . Laonde , se 

da K estraggasi la radice quadrata il numero n di 
volte seguii* mente , e tal radice si dinoti per r , 
s-i à Cu — r, ha = r — 1 , e ’l rettangolo di Au 
jn A E = ( r — i ) 1 = r — 1 . E 1 ’ altro rettan- 
golo ui Au in ae sarà uguale a quello di r — i 
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in — , essendo tie = — . E perciò i limili , tra’ 
r r 

quali dovrà contenersi il valore del.qundrilinrn 

LAEI , saranno in (r — *i ) , e a » 

ed essi saranno tanto più stretti , quanto il nu- 
mero n sia più grande . Del che altrove . 
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C A P. V. 

T1ELL 2 TaN'CEHTI, E DE^LE StGAXTI DELLE IrEREOtl. 


P 11 O P. XLIII. P R O II L. 


280. Data di posizione la corda NE e l'as- 
se AD della data Iperbole ANE , e dato il punto 
P in quella retta 5 vuol valutarsi il rettangolo 
NPE , che 1 >ien formato da quelle parti di essa 
retta , che restano tra la curva , e 7 dello punto . 

( /£-• 35 - ) 


Sol. Dagli estremi IV ed E della corda NE, e da 
quel dato punto P si menino le perpendicolari NM, 
ER,e PR all’asse AB, cui conducasi la parallela PG 
dal detto punto. E poi si ponga PG=x, 

Oli = b , PR = h , tang. WPG — t : e finalmente 
per m ed n esprimansi il seno , e ’1 coseno del 
detto angolo rispettivamente. Sarà NG = /x , 
NM = A-|-fx, CM = CR +RM = i + r. E 


dovendo (18 {) essere KM* = ^-jCM a — c* , sarà 

ne’ simboli di rjucste grandezze geometriche 
e* 

li 1 4 - t ’ 1 x 3 -j- ithx — — (à 3 -j- 2 bx -f- x 3 ) — c l . 
u 3 

Sicché ordinando rispetto ad x siffatta Equazio- 
ne si avrà 

2a J //i — 2 c 9 à « 2 /t 3 ~l-a 3 e 3 — e a £ 3 


+ - 


« 3 r 


-x-t- 


1 a / ». 


=0 ... A 


Digitized by Google 



p e t i. e Sezioni Coniche. i(>3 
E dovrà (a) essere il rettangolo PPG uguale 

ad ~ h "'+ a * C '--- ■ Ma è poi FPG : EPN i: 
a 2 < 2 — e 2 

PG 1 : PN* :: « 2 : i . Duuque sarà il rettangolo 


EPN = 


o 3 // a -fa 3 c’— c 7 b* 


ponendovi m* per t 2 « 2 nel risultato. 

Or qui è facile P avvertire , die nel valutare 
ciascuno de’ rettangoli ePn , E’PIV , e P« , s’ in- 
contri un’Equazione palmiforme ad A: e clic il solo 
divario consista nel seno e nel coseno dell’angolo, 
onde ciascuna di esse corde s’inclini all'asse. Im- 
perocché essendo gn — — y , ed mn — gn — gin, 
sarà mn = — y — h , il cui quadralo è quanto 

nj* * 

quello di y -J- h , o di h f — : supponendo es- 

ser sen.GPn — p , e cos.GPn = q. II. ° Similmen- 
te si dimostra esser la M’iV = — y — h , il cui 
quadrato è P islesso di quello della y U. Ed es- 
sendo CM’ = RM' — RC = — x — b , anche il 
quadrato di questo binomio sarà identico a quel- 
lo della b -|- x : onde niun cangiamento risentesi 
nell’ Equazione , che si ritragga , come qui sopra. 
III.° E lo stesso può anche conoscersi nel va- 
lutare il rettangolo e’Pri coll* indicato metodo . 

Ciò premesso sta 


A a a 2 — ò«c* 4 -a 2 c* ò 2 o 2 — ò 2 c 2 -fa 2 c 2 



(a} Per quel , che si c detto nell' i'ilisse §. 102. 
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imperocché i due ultimi termini di quest* analo- 
gia non son , che i primi divisi per Jo stesso frat- 
to (h 7 a 1 — l>*c'+a*c 7 ) : u'c 7 . Ed i due primi 
termini rappresentano i rettangoli EPN , eP» : e 
gli alili due esprimono i quadrati de’ semidiame- 
tri , chu vi son paralleli alle corde NE , ne (228). 
Dunque da quest* analogia potrem ritrarne più 
conseguenze , di cui le principali son qui recate 
in forma ili Teoremi . Cioè 

tj. 281. Teor. 1. Se due corde di un' islessa I- 
perbole , o delle due opposte s' intersechino fuori 
di queste due curve 5 i rettangoli i Ielle intere se- 
ganti nelle loro parti esterne saran proporzionali 
a' quadrati de' diametri paralleli ad esse corde . 
E se mai sierio uguali questi diametri , o ugual - 
mente inclinati all' asse, anche que' rettangoli do- 
vranno eguagliarsi fra loro . 

§. 282. Teor. 11. Che se una di queste due se- 
ganti incontri una tangente dell' un' Iperbole o 
dell' altra , il rettangolo dell' intera segante nella 
sua parte esterna e 7 quadrato della tangente sa- 
ranno in duplicata ragione de' diametri di queste 
curve paralleli a quelle rette . Ed , essendo uguali 
questi due diametri , dovrà esserne quel rettangolo 
uguale al quadrato delta detta tangente . E sarà 
anche vero , che le tangenti condotte alle Iperboli 
da uno stesso punto debbano esser proporzionali a' 
diametri paralleli ad esse . 

tp 283. Teor. 111. Se due corde di un' istessa 
Iperbole s' intersechino entro la curva , i rettan- 
goli de' loro segmenti saranno proporzionali a' qua- 
drati de' diametri ad esse paralleli . Onde quelli 
saranno uguali , se questi il sic no , 
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284 . Teor. iv. Ma quando una corda dell' 
Iperbole ne incontri due altre parallele fra loro ; 
i rettangoli de' segmenti di queste dovranno essere 
proporzionali a' rettangoli de' segmenti di quella . 

§• 285. Teor. v. E se in questa curva due cor- 
de parallele ne intersechino una tangente di essa , 
i rettangoli delle seganti nelle loro parli esterne 
dovranno esser proporzionati a ’ quadrati delle par- 
ti della tangente , che restano traile rcspetlive se- 
gatiti e 'l contatto . 

§• 286. Cor. Dunque un cerchio può segare un’ 
Iperbole in quattro punti : ei può segarla in «lue 
punti, ed insiem toccarla in un altro : e può an- 
che toccarla in due soli punti . Le quali cose di- 
scendono immediatamente dalle Seconde parti de’ 
3 . primi Teoremi. 

§• 287. Scol. Ma i varj sintomi di quest' incon- 
tri si potran conoscer direttamente dal risolvere 
il Problema , che qui propongo . Dati di posi- 
zione un cerchio del raggio r ed una data Iperbo- 
le ; determinarne gl' incontri di queste due curve . 
Or le tracce euristiche della richiesta soluzione 
son le seguenti . Si prendano l' Equazioni al cer- 
chio , ed all' Iperbole , rapportando queste due cur- 
ve ad un medesimo asse , e ad uno stesso princi- 
pio delle ascisse x . E poi si elimini l' altra inde- 
terminata y dalle dette Equazioni . Si avrà un' 
Equazione Liquadratica determinata , le cui radici 
reali dinoteranno le ascisse , che corrispondono 
alle ordinate pc’ punti d’ intersezione » E queste 
saranno reali, quando nel maneggio di quelle duo 
Equazioni siasi ritrovata la v uguale aduna fuu- . 
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zione razionale della x . Intanto per maggior chia- 
rezza di onesti principi, e per le ulteriori conse- 
guenze può leggersi la Prop.XIH. co’ suoi Coro!. 

PROP. XLIV. T E O R. 

§. 988. iS"e da un punto esistente fuori delle due 
Iperboli opposte cadano in una di queste curve due 
tangenti, ed una segante ; una tal segante dovrà 
esser divisa armonicamente dalla curva , e dalla 
retta fra' contatti . 

Dimostr. Sì legga la dimostrazione della Prop. 
XIV. dell' Ellisse per aver quella del presente 
Teorema . 

PROP. XLV. T E O R. 

289. Se da un punto esistente fuori delle due 
Iperboli opposte conducansi in una di queste curve 
due tangenti, e due seganti ; le due corde, che pas- 
sano per le due sezioni superiori , e per le infe- 
riori rispettivamente , o saran parallele alla retta 
fra' contatti , o dovranno incontrarla in uno stesso 
punto . 

Dimostr. Si legga la dimostrazione della Pro- 
po sizione XV. 

§. 290. Cor. E le tangenti , che conduconsi a 
questa curva da que' due punti , che vi segna cia- 
scuna delle divisate seganti , dovran convenire iti 
unp stesso punto colla retta fra' contatti . 
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agi. Nell' Iperbole il rettangolo delle tan- 
genti verticali AO , GT troncate ila una qualun- 
que tangente laterale MT è sempre uguale al qua- 
drato del semidiametro parallelo a quelle due tan- 
genti verticali . Ed un tal rittangolo n' è un mas- 
simo . ( fig. 36 ) 

Dimustr. Si chiami a il semidiametro C A , che 
passi per lo contatto di una di quelle due tan- 
genti verticali , e y il suo conjugato . E poi si 
esprimano per x, ed y le coordinate CN , ed NM, 
che vi appartengano al semidiametro CA . Sarà 
(xfo) CPzna 2 : x, la sottnugente PN , eh’ è uguale 
a CN — CP , sarà dinotata dal fratto (x - * — a") : x. 
E sarà quindi 

PA = CA — CP = -(*— «) , e 

X 

PG = CP -f- CG == — (x-f-a). Onde do- 
vrà esser la ragione di PN a PA uguale a quella 
di x -f- a ad a : e 1’ altra di PN a PG quanto 
quell’ altra di x — a ad a, come può rilevarsi dal- 
le indicate espressioni di tali rette . Ma per es- 
serne il triangolo PNM simile a ciascuno de’ tri- 
angoli PAO , PGT sta PN : PA :: NM : AO , e 
PN : PG NM : GT . Dunque sarà he’ simboli 
delle anzidette ragioni 

x -f a: a jr : AO = SjL. , e d 

x-j-a 

x — a : a y. y : GT = . 

x — a 
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Onde dovrà risultarne il rettangolo di 

AO in GT = ^r~i = y 5 (* 3 i) . 

Pari. II. La dimostrazione di questa II. pnrtq 
può attignersi da quella dell’ Ellisse Prop XVI. 

292. Coroll. i. Dal paragone de’ valori del- 
le rette PN , PA , PG , PC si raccoglie dover 
essere PN : PA “ PG : PC ; o, prendendo le 
loro analoghe, NM : AO II GT : CR. Dunque 
sarà il rettangolo di NM in CR uguale a quello 
di AO in GT , e quindi al quadrato del semi- 
diametro CR conjugato all’ altro AC . 

293. Coroll. 11. Cioè , quando una tangente 
di un’ Iperbole incontri un qualunque semidiame- 
tro secondario di essa curva , dee anche avverarsi , 
che questo semidiametro sia medio proporzionale 
tra /’ ascissa , che nell' Iperbole esterna corrispon- 
de all' ordinata per lo contatto , e tra quella par- 
te della medesima ascissa , che resta fra la tan- 
gente , e 'l centro ; cioè CS : CB ” CB : CR 

PROP. XLVII. P R O B L. 

$. ìqf . Data I Iperbole ANn , ritrovar la linea , 
che passa pc' punti medj delle sue corde , le quali 
conducami per un dato punto P . ( fig. ìj. ) 

Solus. La retta Nn sia una delle proposte cor- 
de , da’ cui estremi N , ed n , e dal punto medio 
F intendansi menate le perpendicolari ND , nd , 
FE sull’ asse della data Iperbole: e la PH , con- 
dotta parallela al medesimo asse pel dato pun- 
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lo P , incontri ne’ punti M , m , G quelle ret- 
te , e nel punto li il semiasse secondario . Inol- 
tre si pouga PH=i , Cll=:/i , PMnv , PG=:x , 
ed FG=ry. Sarà PG : GF :: PISI : MN pe’ tri- 
angoli simili PGF , PMN , cioè x : y ;; *» : MN 

= . Onde dovrà essere la ND = MI) — MN 

x 


= h — : — , c la CD = PH — PM = b — v . 
x 

Ma per la natura (184) della data Iperbole dee 

c 5 

essere ND 2 = — x CD 2 — c* • Dunque ne’ siin- 
a 1 

boli di queste grandezze si avrà la sottoposta E- 


quazionc 

V 2 !» 2 9/11.11 (f 1 

A* + — = — (A- — aèe-j-v 2 ) — c 2 , 

* X u~ 


die ordinata rispetto ad v riducesi nella 'seguen- 
te forma 

. , / a/>e 2 x 2 — •xlia^yt r\ 

‘■+(^7^:— )" + ' ,c = 

E quindi per quel , ebe bo dimostrato nell’ El- 
lisse (i 38 ) , sarà — x , cioè haPy 

ay- — (.-j.- 

— òc 9 x = 1 ry- — c"x 2 . E si avrà finalmente l' E- 
qn azione 

G* -■>•) = Ki* ~ x )'~ tt - <*’ - *■> ’ 

c/i' è «</ (///' Iperbole situile alla data (a) . 


(11) Se la grandezza b sia maggiore dell' altra, 
h , l' Equazione apparterrà all' Iperbole interna : e 
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i 

*95. Data /’ iperbole ATM ,e dentro ad es- 
sa il punto P j vuol determinarsi la linea , ove 
n è allogato il concorso R delle due tangenti con- 
dotte per gli estremi N , ed n di una qualunque 
corda fin , che passi per quel punto dato. (_/?£. 38 ) 

Soluz. Dal centro C della data iperbole a rpiel 
punto R intendasi condotta la retta CR, che do- 
vrà dividere la fin in parti uguali nel punto 1 ' («), 
incontrandone la curva in T . Dai punti R, T, F 
si abbassino le perpendicolari RS , TQ , FÉ sul 
semiasse AC della detta iperbole -, e compita la 
figura , come nella Prop. precedente , si ponga 

PII = b , C 1 I = A,CS = v,RS = j,e CQ = /, 

t' 

a quindi CE = — , per esser coutinuamente 

proporzionali le CS , CQ , CE al par delle loro 
analoghe CR , CT , CF (240) . Ed essendo CS : 


se la b sia minore di h , ella dovrà appartenersi 
all' est rna . V ed. §§. 18». , 188. 

(a) Se la Nn non sia un' ordinata del semidia- 
metro Ci , le semiordinate ad esso semidiametro 
condottegli da' punti fi , e l n , dovrebberlo incon- 
trare in due diversi punti O , cd o . Dunque per 
/« Propos . 3 », sarebbe CR : CI ” Cl : CO , e 
CR : CT ” CT : Co , cioè CO — Co . Lo che è 
un' assurdo . 
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SII ;; CE : EF per la similitudine de' triangoli 


CSR , CEF , 

sara v : z ;; — 

: EF=4- 


V 

n 4 

Inoltre per la 

simiglianza de’ 

triangoli C.SR 

CQT sta pure 

cs : su :: cq •. 

QT, cioè v : z l 


t : QT = — .E dovrà essere PG = PII — GII 

v 

— b — — , C GF = GE — FE = h — ~ . 

V ' * V 1 

Cioè , per esiLir distintamente i valori delle co- 
ordinale della data Iperbole e della precedente 
locale (ap4) , saranno 

CO = t , e QT = il : 

V 

PG = b , e GF = /» — — . 

V V 


1 1 


Ciò posto, pongasi t per x, c — per y nell’ 


Equazione y* ~ 


— c 4 : e poi vi si deter- 


mini la I*. Avrassi , fatte le convenienti riduzioni, 


t 1 = 


a % c ' 1 v‘ 
di/ 4 — n’T 4 ' 


F 


fi zt 3 

Similmente si ponga b per x , ed h 

v v 3 

per v nell'altra Equazione a 5 / 4 — c*x 5 — l\a*y 

— bc 3 x, eh’ è la locale determinata nel precedente 

Problema : e poi nel risultalo si pratichino gli 

ovvj ridu cimenti , e quegli altri , clic vi si deggion 

fare per vi determinare la medesima t 1 . Si otterrà 


bc-v — a-/is 

/* = -r — v 3 . . . . Cr 

ci>* — « *- 
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E finalmente dal pareggiarne i valori della l * esi- 
biti nell’ Equazioni F, e G , si avrà a M hz = bc*v 
— a*c* , cioè 



E perciò 

t(. 296. Teor. La richiesta locale è una retta 
inclinata all' asse dell' Iperbole per un angolo , la 
cui tangente trigonometrica è bc* : ha* -, ed è poi 
a * : b la distanza del vertice di questo dal centro 
di quella . 

Infatti per rinvenir 1 ’ incontro della locale UV 
coll’asse della data Iperbole dovrebbesi supporre la 
z — o . E divenendone anche zero d 3. 0 membro 


dell’ Equazione II , dovrà risultarvi v 



la retta CV terza proporzionale dopo le due ret- 
te LC , c CA , come per le sintetiche disquisi- 
zioni ella si rinviene . Ma la tangente dell’angolo 
AGR espr imesi per bc* : ha*. E ciò vuol dinotare, 
clic la GR debba esser parallela alle ordinate del 
diametro , che passi per quel dato punto P . E 
potrà leggersi il tj. i/{ j , se ne abbisogni maggior 

eli ia rezza in ciò , che ho detto . 

/ ' 

397. Scol. Finalmente siccome nell'Ellisse 
3 3 i. rosi nell’ Iperbole potrà dimostrarsi, che il 

rettangolo delle parti di una tangente laterale , le 
quali restano tra il contatto , e due tangenti verti- 
cali , o gl’ incontri di due semidiametri con ji, gali , 
sia uguale al quadrato del semidiametro parallelo 
ad essa tangente . Ed ogni giovane potrà da qtie’ 
supplirne *3 dimostrazioni delle verità indicate. 
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Che anzi colla guida del §. , e delle Teorie 

precedenti ci potrà risolvere ciascuno de’ seguenti 
Problemi . Condurre una comune tangente a due 
Iperboli date di sito , di specie , e di grandezza : o 
ad un' Iperbole , e ad un' Ellisse , che sien benan- 
che date di magnitudine , di specie , e di posizione. 

C A p/vi. 

de’ Fuochi delle Iperboli opposte. 

298. I primi punti , clie ne presenta la ge- 
nesi organica delle Iperboli opposte , qual ne re- 
cai nel 171. , non son , che i loro fuochi , 
de’ quali or debbo distintamente ragionare . 

PROP. XLIX. TEOR. 

299. Chiamando x V ascissa dal centro ed 
in suir asse in una delle due Iperboli opposte ; sa- 

rà — — a il ramo , che le corrisponde dal fuoco 
a 

ex 

di essa curva . Ed — 1 - a dovrà esser quello 

a 

che nc perverrebbe allo stesso punto dal fuoco dell 1 
Iperbole opposta . 

Dimostr . Imperocché il ramo FN , per quel che 
si è detto nel §• 184. ( fig 26. ) , è uguale a 
— r)*) . Se dunque in questo radicale 
c z x z 

pongasi — — c 5 per la jr* , c nel risultato si 

12 
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facciano le convenienti riduzioni , si avrà la 



a 


E ciò 1' e anello vero , quando la CL sia mag- 
giore delia CF : poiché il secondo de’ due qua- 
drali , che contengonsi in quel radicale , dovrà 
essere (x — <■)* , eh’ è quanto (e — x) 1 . 

Ma 1’ altra retta essendo uguale ad e-f-x , 
con quella medesima sostituzione dovrà emergerne 

. ex . 

/ N = 1- a. 

J a 

tj. 3oo. Caroli. E perciò ognuna di cotesle in- 
clinate esprimesi razionalmente per la sua ascissa. 

PROP. L. TEOR. 

3oi. La deferenza delle rette , che da' fuo- 
chi delle Iperboli opposte conduconsi ad un punto 
di una di queste due curve , è sempre uguale all' 
asse principale della figura . E /’ ordinata all' as- 
se , e per lo fuoco di una di queste due curve è 
quanto il parametro principale , 

Dimos/r. Ea verità della i.* parte del propo- 
sto Teorema compreudesi nell’ iirtlicata genesi di 
queste curve . Ed ella potrcLbesi con ugual chia- 
rezza ottenere , sottraendo dal valore della /"N 
queir altro della FN : poiché ue verrebbe im- 
mantinente f A — I N — 2 tt , 

e’.r ? 

Pari. II. Nell’ Equazione v 5 = — c’ 

1 u* 
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pongasi e per x , Si avrà in tal caso 

y 2 = — c 2 = (e 2 — a 2 ) = — \ cioè 

a- a‘ 'u 1 

c 2 

y = ~ = } P » e V = P O 126 ) • 

§. 3o2. Scol. Per la linea di Sublimità , e pe* 
punti di Sublimità delle Iperboli opposte si riten- 
gano le definizioni esibite nel §. i5i. £ si potrà 

c a 

concliiudcre con pari eleganza esserne — la di- 

starna del punto di sublimità di una di queste due 
curve dal fuoco di essa : cioè terza proporzionale 
dopo 1' eccentricità e 'l semiasse conjugats» . 

r R O P. LI. T E O R. 

3o3. Le rette , che da' fuochi delle due Iper- 
boli opposte si tirano ad un punto di una di que- 
ste due curve , debbono restarne ugualmente incli- 
nate alla tangente condottale per tal punto . E 7 
rettangolo di tali rette l' è uguale al quadrato del 
semidiametro conjugato di quello , che passa per 
V anzidetto punto ( fig. 3y ) . 

Dimostra Pari. I. Da’ fuochi F ed f delle Iper- 
boli opposte conducansi ad un punto M dell’Iper- 
bole ARI ledue rette FAI , fS \ , ed in RI la tan- 
gente RIR : dico esser l’angolo FRIR uguale all* 
altro /MR. Imperocché la retta CIl è (up) uguale 

ad — , posta 1’ ascissa CN x ; onde sarà la 
RF=CF — CR = e— "1 = ^('il _ ( A . 

X x \ a / 
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li cosi jdirc potrà dimostrarsi esser la IS/brC^-j-QR 

, Ma 1’ è poi chiaro di per se 

stesso , ilio stia 

a / er \ a / ex \ 

’tItt + O 

ex e v 

: : a : f -a . 

a u 

Dunque, prc’iidetulo le rette rappresentate da que- 
sti simboli (a) , sarà Iti'’ : J>/ II ! M : J M : e 
quindi per la 3.E1.VI. dovrà esser l'angolo FINIR 
ugnale all’ altro /MU . 

Flirt. Jt . Si chiami a il semidiametro CM , e 
y il suo coniugato : e poi dall' liquazione 

e*.r* 

ar — - — — c* , la qual si propose nel §. 191 , 

tolgasi 1’ all l ai Equazione a' 1 — y z = a z — c z psi- 

bila nel 235 , dovrà restarne y- =. — a~ 

* a 1 

OX \ / i*.p \ 

a J + a J • K T ,indi C Q 5 

= rivi x /m . 




(a) 7/ mezzo più naturale , onde può analitica- 
mente dimostrarsi la verità proposta , è il prender 
l' espressioni delle RF, cd R/* e poi dimostrarle pro- 
porzionali a quelle de' rami l' .M , /.M. . Lo clic 
ottiensi facilmente. Ma il Sig. Mac-Laurin seguito 
fedelmente dall' f iliera si serve di certe geometriche 
pr’pa: azioni nel dimostrare la verità indicata : la 
z 'r <p. XXIV , ed alcune altre di questo argomento. 
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5- 3u4* Cor. 1 . Ed essendosi dello ned tj. aiu 

esserne il quadrato della normale MK = — 

u 2 

( “T «0, sarà FM ,/M: MK* ” a* : e» . 

Eioe nell' Iperbole il rettangolo de' proposti rami 
starà al quadralo della normale condotta in esso 
punto , in duplicata ragione dell' asse principale 
al con fu gaio . 

§• 3o5. Cor. 11 . La srmiordinata KM dell’Iper- 
Lolc AM si distenda fuori la curva in T , sinché 
KT eguagli la normale MK 5 e la reità KT si 

e 5 c 2 

chiami z. Sarà ( 21 5) a 2 = — — .r 2 — c 2 . E per- 
ciò la locale del punto - T è un' altra Iperboli , 
che ha il medesimo asse conjugato della proposta , 
e per semiasse principale la terza proporzionale in 
ordine all' eccentricità , ed al semiasse principale 
della primiera curva . Vedi i5j. 

PROP, MI. TEOR. 

3 06 . In un' Iperbole ciascun ramo sta alta 
distanza del suo estremo dalla linea di Sublimità , 
come l eccentricità al semiasse . E lo stesso rumo 
è quanto la semiordinata all' asse distesa per lo 
estremo insisto alla tangente , che pussi pel suo 
punto di sublimità di essa curva , e dalla stesso 
parte di quel ramo . ( fig. .{rt ) 

Dimostr. Sia LH la linea di sublimità dell' 1 - 
pcrbolo AK M ; l’ascissa CN , che corrisponde 
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all’ ordinala NM per 1 ’ estremo del ramo FM , 
sia x ; sarà (ig 5 ) CLziu 7 : e , ed LNr=CN — CL 
ii 1 af vx \ 

xxlx = — l • a ) : laudovc il ramo FM 

e e \ a J 

si è dimostrato (299) uguale ad (t-) • 

Ma quest’ ultimo binomio sta al precedente co- 
llie e ad a . l)uuque in tal ragione sarà anche 
FM od NL , o ad MH . 

Pari. II. Ed essendo LF : FK ;; LN : NE pe’ 
triangoli simili LFK , LNE , sarà ne’ loro sim- 
c 5 c 5 a / ex \ 

boli ( 3 oa) — « ) : NE; on- 

y ' e a e \ a J 

de dovrà essere NE ss (v-0 = FM . 


V R O P. LIIE TEOE. 


5 . 3 oj. Se all' estremo dì un tamo dell’ Iperbo- 
le si tiri la normale alla curva , e poi su quel ra- 
mo si abbassi la perpendicolare dal concorso dell ' 
asse e della normale ; la parte del ramo tronca- 
tane verso quel punto estremo è sempre uguale al 
semiparametro principale . 


La dimostrazione di questo Teorema può farsi 
sulle tracce di quella dell’ Ellisse Prop. XXII. 
riscontrandone la figura di questa Proposizione , 

ex 

ed esprimendone il ramo FM per . — — a , e la 


C 1 / V 

normale MR per — y f — a‘ J 
prescritto ne’ 299 , e 2i5. 


come si é 
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3o8. Corali. Le perpendicolari , che dai due 
fuochi dlle Iperboli opposte si abbassano sopra 
una qualunque tangente di una di esse curve , con~ 
tengono un rettangolo di una costante grandezza , 
di' è quanto il quadrato del semiasse conjuguto . 

PROP. LIV. T1ÌOR. 

A 

3og. La retta , che dal centro di un ' Iperbole 
aonducesi parallela ad un ramo , ed insino alla 
tangente , che vi si tiri per V estremo di esso , è 
quanto il semiasse principale . Ed a questo semias- 
se l' è anche uguale quella parte del detto ramo , 
eh' è tra la tangente t e la parallela condottale 
dal centro . ( fig. 4 <> ) 


j Dimostr. Per la similitudine de’ triangoli TtF/rf f 
RCg- ( ove le e Cd sien parallele al ramo Fm, 
ed alla tangente mR rispettivamente )- sta RF : 
RC I! F m : C g, cioè ne’ loro simboli 


a 2 a 2 eji _ 

e : — ” a : Cg = a 

x x a 


E sarà benanche la md ~ a , per esserne un pa-* 
rallelogrannno la figura mdCg . 

3 10 . Scol. Con un calcolo guidato co’ mede- 
simi principi 'del §.iG8. potrebbesi qui dimostra- 
re , che la linea , la quale passa per gli estremi 
delle perpendicolari abbassate dal fuoco di una delle 
due Iperboli opposte sulle tangenti di essa curva , sia 
la circonferenza del cerchio, che ha lo stesso centro 
delle Iperboli, e'I semiasse principale per suo raggio. 
E con quel ragionamento , clic impiegai nel 4j. ìbj, 
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si potrà 'concludere un’altra verità importante 
Cioè , se dal fuoco di un' Iperbole cadano due ret- 
te sulla curva , e dagli estremi di questi rami le si 
conducano due tangenti ; la retta , che unisce il 
detto fuoco col concorso delle tangenti , dovrà di- 
videre /’ angolo de' rami in parti uguali . 

CAP. VH. 

della Parabola , e de’ suoi diametri . 

«f 

5- 3 11 . Def. xxx. Una verga Len diritta , e sot- 
tile vada strisciando con un suo estremo sopra 
una consimil verga immobile , rimanendole sem- 
pre perpendicolare in uno stesso .piano : ed un 
ilio flessibile , che in lunghezza eguagli la verga 
mobile , stia legato con un suo capo nell’ altro 
estremo di questa verga , e coll’ altro in un chio- 
detto Atto in quel piano . Si dirà Parabola la 
curva descrittavi da uno stiletto , che al muover- 
si di quella verga si spinga d’accosto ad essa con 
mantenervi sempre teso il detto -filo . Il punto 
segnato dal chiodetto in epici piano , ove si giac- 
cion le due verghe , si dice Fuoco della Para- 
bola . La retta , che vi si conduce per la direzio- 
ne della verga immobile, suol dirsi Direttrice del- 
la Parabola , o Linea della Sublimità ili questa 
curva . E vi si addomauda Ramo , o Inclinata 
ogn’ incidente dal fuoco in sulla curva . 

fj. 3i2. Così, per la chiara intelligenza di questo 
cose, si concepisca r ‘8 a HK fermata nel 

piano ^iKGM, e quivi starne la squadra OKG , 
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rhè col suo lato KG combaci con quella figa . 
Inoltre il iììo flessibile I'NO lungo quanto 1' al- 
tro lato KO della detta squadra stia legato con 
«« suo capo all’ estremo O di esso lato , e col!’ 
altro nel chiodetto F fitto nel piano NKGM . 
Si dirà Parabola la curva NAn descrittavi dillo 
stiletto N , clic al dimenarsi della squadi'» lungo 
la riga IIGK vi mantenga sempre toso il detto fi- 
lo . Il punto F sarà il fuoco della Parabola : n 
la retta menata per la direziono II K no sarà la 
Direttrice . E si dirà ramo , o inclinata ogni ret- 
ta FN , che unisca il fuoco della Parabola con 
un qualunque punto del perimetro di essa . 

§. 3 1 3. Cor. i. Ogni punto della Parabola 
IV Are tanto dista dal fuoco di tal curva , quanto 
'dalla direttrice di essa . Cioè la FN è sempre u- 
guale alla NK . E questo nuovo concetto può sup- 
plirne quel geometrico rigore , che manca nell' 
addotta genesi della Parabola . 

3 1 4- Cor. n. Nella Parabola ogni corda, eh' 
è parallela alla direttrice , vien divisa in parti 
uguali dalla perpendicolare alla medesima direi - 
trice condottale dal fuoco . Infatti sia la Nn pa- 
rallela alla KH, ed FG la perpendicolare alla me- 
desima KH per lo fuoco F, la quale ne incontri 
la N« in Sarà , compito il parallelogrammo 

NKIIre , la retta NK uguale alla nH : e quindi 
(3i3) anello FN uguale ad Fu . E sarà pine 
FN* — FM* = F« a — FM*, cioè NAl* = «Al*, 
e<l NM = nM . 

3 1 5. Def. uxi. La retta , che si distende 
per lo fuoco della Parabola perpendicolare alla 
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direttrice di essa , suol dirsi asse della Parabola ; 
il cui vertice principale n 1 è il punto di questa 
curva segnatovi da quella retta . 

§. 3 i 6 . Dcf xxxn. Ogni corda della Parabola 
parallela alta direttrice è un' ordinata all' asse : 
ed ogni metà di questa dovrà dirsi sentiordinata . 
E 1' ascissa , che le corrisponde, n' è quella parte 
dell’ asse , cV ella ne tronca iusino al vertice • 
Finalmente ciascuna scmiordinata della Parabola, 
C la sua ascissa diconsi coordinate . 

317 . Così NM 1’ è una semiordinata della 
Parabola: AM la corrispondente ascissa : ed AM, 
ed NM si diranno coordinate: le quali nel nostro 
caso sou rettangolari , e si potranno esprimere 
per le x , ed y . 

§. 3 18 . Def. xxxiij. Il Parametro principale di 
vna Parabola è la quadrupla distanza del fuoco 
dal vertice principale di essa curva : ed ei suol 
dinotarsi per la p . 

§.3ig. Cor. 1 . Essendo (3i3) GA uguale ad AF, 
aggiuntavi AM di comune , sarà GM uguale ad 
AM -j- AF . Ma GM , o sia KN è uguale al ra- 
mo FN . Dunque sarà FN uguale ad AM -J- AF. 

§. 320 . Cor. ir. Cioè nella Parabola ogni ramo 
dee superare per la quarta parte del parametro 
principale V ascissa , clic corrisponde tuli' ordinata 
pel suo estremo . 

3ai. Scol. Ho stimato «li dover omettere le 
definizioni delle Tangenti , Sottangenli , Norma- 
li , e Sunuormali della Parabola : potendomi at- 
tenere a quelle , eli’ io già recai per 1’ Ellisse n«’ 
§§. 3o , 3a , 33. 
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PROP. LV. PROBL. 

JJ. 322. Dalla proposta genesi della Parabola 
IV A« ritrarne l' Equazione / ralle coordinate ret- 
tangolari AM , ed MIV di essa curva . ( fg - 4 1 ) 

Soluz. Si chiamino x , ed y coteste Coordinate 
. AM , ed MN , e p il parametro dell* asse AD . 
Sarà FM = AM — AF = x — ‘ p , cd FN 
= V(MN»+ FM») = VO 9 + (* — ; pY) . Ma 
la retta FN dee (3i3) pareggiare la NK, o la 
sua uguale MG . Dunque ne’ simboli di que- 
ste grandezze si otterrà la seguente Equazione 
VCr* + (* — £/0 a ) = X -f- l p ; cb’ elevata a 
quadrato , e ridotta in convenevol modo , ne darà 
jr* = px , cd y = + \px ... . A . 

§■ 3a3. Teor. Nella Parabola il quadrato di 
una qualunque semiordinata all' asse adegua il ret- 
tangolo del parametro nell' ascissa , che le corri- 
sponde . £ le ordinate di questa curva deggion es- 
sere in sudduplicata ragione delle loro ascisse . 

3a4* Caroli. La Parabola ha i due soli rami 
curvilinei ANS , AnQ : e questi divergon dall’as» 
se all’ infinito , ed in simil guisa . 
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\ 


PROP. LVI. PROBI, 


5 . 3a5 Date di posizione la retta IIR , e V asse 
AI) della data Parabola QAN , determinarne gl' 
incontri di questa curva con quella retta . *) 


Soluz. Sn In data retta HR sia parallela all’ as- 
so AD della data Parabola , po' principi del pre- 
cedente Problema potrà intendersi agevolmente 
‘n qual punto quella retta ne debba la proposta 
nrva intersecare . 

Ma se la retta HR incontri il detto asse nel 
plinto R sopra del vertice della Parabola j\AQ , 
si chiami b la distanza RA di questi due punti , 
<• t la tangente dell’ angolo QRD . E supposto 
esser Q un de’ punti d’ intersezione , si ordini 
all’ asse la QD, e si ponga la RD = x » Sarà 
DA — x — b , c DQ = tx . E dovendo essere per 
Ja Prop. prec. DQ 2 X DA, sarà ne’ simboli 
di queste grandezze t a .r s =: px — pb , cioè 

a 

E supponendovi , che la t non sia maggiore dì 



o che non vi abbia luogo il caso impossi- 


bile ; le radici dell'Equazione A , che sono amen- 
due vere , disegneranno le RD , ed RM , pc’ ru; 
estremi dovrau passare le ordinate pc’ richiesti 
punti d' intersezione . 

Clic se il punto IV cada sotto del vertice A 
della Paubola proposta , e pongasi come qui so- 
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pra R'D = x y od R'A = b , sarà AI) = x -j- b . 
E T Equazione del Problema , qualor si ricavi 
nella stessa guisa del caso precedente , sarà 

P x P b 

x* — — — — = o . 
t 1 t~ 

Or le radici di questa sono amendue reali , o 
1’ una di esse è positiva , e 1’ altra negativa , co- 
me 1’ è ben noto . Dunque 1’ uno degl' incontri 
della retta I/il' rolla Parabola QAìV dovrà far- 
si al di sotto dtd dato punto 11' , e 1’ altro al di 
sopra . 

Finalmente suppongansi tra se uguali le ra- 
dici dell’Equazione À, e quindi la QR tangen- 
te della Parabola proposta . Surà in tal caso la 

px 

x = p : it 1 , cioè x 5 = o. Sicché sottraen- 

r ’ itt 

do quest’ Equazione dall’ altra A , dovrà rima- 
nervi ( VecL Prop. III. ) j 

— — -f ~~ = o , cioè x = ih , e t ~ ~ V — • 
Ut ' t x ’ ' b 

3a6. Cor. I. Ogni retta , che conducasi entro 
la Parabola parallela ad una tangente di essa 
curva , dovrà incontrarne il perimetro in due pun- 
ti . Imperocché ili tal caso la t non è maggiore 

di J V r ’ uè quindi può avervi luogo il caso im- 


possibile , come si sa dall’ Equazioni quadrat'clic. 

. Cor. n. Nella Parabola la sotto ngcnte è 
dupla dell' ascissa , che corrisponde all' ordinala 
per lo contatto . 

§.3a8. Cor. ni- (Jig. fa) Dal fuoco F della Para- 
bola AAK si tiri la FA ai contatto di essa curva. 
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colla reità IV K. Sarà Fls. uguale ad FN: poiché (3i) 
ciascuna di esse vicn dinotala per lo binomio 
* + ÌP • E conducendo dal detto fuoco la per- 
pendicolare FG alla tangente NK , c dal vertice 
A la retta AG parallela all' ordinata NN* , le due 
rette FG , ed AG dovran convenire in uno stes- 
so punto della tangente IN K. , dovendo ciascuna 
di quelle rette secar quest’ altra ( 3a8 ) in parti 
uguali . 

3ag. Cor. iv. Dunque le perpendicolari , che 
dal fuoco della Parabola si tirano sulle tangenti 
laterali di essa curva , dovran giacerne co' loro 
estremi nella tangente verticale . 

33o. Cor. v. Si chiami m il seno dell'angolo 
aci to Iv fatto dalla tangente NK coll'asse. Sarà per 
la 8. El. VI. KF : FA :: KF* : FG 4 :: i : m\ 

Onde sarà la FK. , o il ramo FN uguale a 

4 «* 

PROP, LVII. T E O R. 

5 . 33 1. La sunnormale nella Parabola è di una 
costante grandezza , cioè quanto il semiparametro 
principale . 

Dimostr. Preparata la figura , come nel §. 33 , 
si ponga l'ascissa AM=x, c quinci! la soltan- 
gcnte MK rz: jtx , Ed essendo , pe’ triangoli si- 
mili KMN , QMN, KM : MN :: MN : MQ , 
cioè 2 r : Vr x g \'p* ■ M.Q , sarà la sunnormale 

3X * P' 
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332. Cor. E sarà la nomale NQ = y(MQ* 
-J-MIV®) = \{ÌP'~\-p x ) • Onde se la semiordinata 
MiV si protragga in L , sinché ne pareggi la nor- 
male NQ , c la ML si chianti * , sarà z 1 ~ ^ p 1 
•4 -px p (4/>-j-.r) . E ciò ne dinota , che il luogo 

di queste normali sia un'altra Parabola dello stes- 
so parametro della primiera curva . Ala il vertice , 
e 7 fuoco della detta locale eslolgunsi rispettiva- 
mente nel punto di sublimità , e nel vertice della, 
Parabola proposta , 

§. 333. Scol. Questa ricerca potrebbesi «isti- 
tuire col metodo Cartesiano , come quella per 
}' Ellisse nel §. /{5. 

PROP. LVIII. PROBL. 

5 . 334- Dal dato punto P , che stia fuori della 
Parabola N A IV , condurre una tangente a questa 
curva . ( fig. 4 a ) 

Soluz. Suppongasi esser la retta NP tangente 
della Parabola nel punto N, passandone pe ’l da- 
to punto P , ed ella ne incontri l’asse AM di tal 
curva nel punto K . Sarà la sottangcnte KM du- 
pla dell’ ascissa AM corrispondente al punto N 
del contatto , o della KA . Dal detto punto P si 
tiri la PT perpendicolare all’ asse della Parabo- 
la , e la PE ad esso parallela . E poi si ponga 
AM = AK = x , PT =z h , T A z= b : e quindi 
MK — o.x , KT = x — b , ed MN = \ px . Ed 
essendo MN : MK ;; TP : TK pe’ triangoli si- 
mili IvNM, KTP, sarà ne’ simboli di quelle ret- 


lS8 T R A T T A 1 W A n LI I ì c'o 
tc x'/ix : ’ìx ", ", h : .r — b , ovvero px : ,\x 7 Uh 7 : 
(x b) 7 , cioè p : \x li 7 : (x — b) 7 . Onde 
dovrà essere \h 7 x — p (x — 'lì) 7 . E costruendo 
quest’ Equazione di a.° grado , lo clm sa farsi pe’ 
precetti dell’ algebra , si avranno le due ascisse 
determinalrici delle due tangenti , che dal dato 
punto P si posson condurre alla sottoposta Para- 
bola NAN' . 

§. 335. Cor. 1 . Da un punto dato fuori di una 
Parabola si posson condurre due tangenti ad es- 
sa curva , 1’ una da una parte , e 1’ altra dall’ al- 
tra dì quella retta , che dal detto punto si tiri 
parallela ali’ asse . 

336. Cor. ii. E se quel punto stia in sul pe- 
rimetro parabolico } una sola tangente potrà con- 
durgli : e la costruzione del Problema sarà in 
tal caso assai chiara . Imperocché ordinata all’ 
asse e da quel punto una retta , si prolunghi la 
sua ascissa oltre del vertice , finché la parte pro- 
tratta adegui la detta ascissa , c poi si unisca l’e- 
stremo di questa retta con quel punto . Una tal 
congiungente sarà la tangente richiesta : come d 1 
a,° Coroil. della Prop. LVI. ben si rileva. 

PROP, LIX. P R O R L. 

337. Data la Parabola AMC, ritrovar la li- 
nfa , che passa pe' punti inedj delle infinite corde 
Min , cc parallele alla tangente CK. ( fig. {3 ; . 

Soluz. Si pratichi quella stessa geometrica pre- 
parazione, che vedesi per l’Ellisse nella Prop.V I. 
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£ poi si pongano uguali ail v e : le coordinate 
A Pi ed RO del punto medio O della corda M«i, 
la NA = w , la ting.VMO — h , e sia m il se- 
no ed n il coseno del detto angolo . Sarà KR 
= MV = v — u , VO = h {v—oì) , ed RV = MN 
— RO — VO = :4-A (w, — v) . E dovendo ( 322 ) 
essere MN a = />«, si avrà ne’ simboli della I\IN 
la seguente Equazione z 1 -j- 2 /jz(w — v ) -f- h‘(io — v)* 
r= pai , clie ordinata rispetto ad u>, darà 


2/u — p 


2ZV 


w + v2 + /T~ ir = °- A 


li 1 ~ ' " 1 li » h 

E per le ragioni addotte nella citata Prop. VI, 
dovrà esserne 


2h*v-\-p — 2 ks 
ah * 


, . P P n 

cioè * ac: — = . 

2 li 2 m 


338. Teo*. La linea , che passa pe' punti 
medj delle corde di una Parabola parallele ad una 
qualunque tangente di essa curva , è una retta pa- 


rallela all' asse , distandone da questo per ~ . 

§.33f). Defi. xxxiv. Ogni retta, che da un punto 
della Parabola si conduce parallela all' asse, è un 
diametro della figura. Le sue Ordinate son quelle 
corde della Parabola , clic vi si distcndon paral- 
lele alla tangente di tal curva per lo vertice di 
esso . Le loro ascisse sono i segmenti del dia- 
metro , che restano tra ’l vertice di questo , e 
quelle corde . Ciascuna ascissa , c la sua semior- 
diuata diconsi Coordinate . E finalmente il Para- 
metro di un diametro è la quadrupla distanza, che 
ha dal fuoco della Parabola il vertice di esso 
diametro . 

i3 
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34«- Cor. i. I punii medj (lolle ordinale ad 
un dia me lio della Parabola siati per drillo e fra 
loro , e col vertice di esso . Dunque una retta , 
che unisca due di quest’ infiniti punti , dovrà pas- 
sarne pe’ rimanenti . 

34 1 - Cor. in Conducendo nella Parabola due 
corde parallele fra loro , la retta , clic ne con- 
giunge i punti medj , è un diametro della Pa- 
rabola . Ed ogni corda , che sia perpendicolare a 
questo diametro , sarà un’ ordinata all’ asse . 


PRO!'. LIX. PROBE. 

<j. 3 fa. Data 1' Equazione della Parabola AC m 
per le Coordinate rettangolari AN , ed NM , ri- 
ti orar quella , che ne intercede halle Coordinate 
obblique CO , ei OM di essa curva . ( Jìg. 4 3 ) 
Soluz. Nell’ Equazione A del Problema prece- 
dente pongasi per la z il suo valore , elio di- 
ami si è ritrovato (33y) . Dovrà divenirne uguale 
a av il coefficiente del a.° termine: e le grandezze 


azi> 


b* ’ h 

d'veraung 


che osservatisi nell’ ultimo termine 


n«M 4 
4//t* ’ 


pn^v 

° "7/7» 


rispettivamente . l)utu[tic con taj spst Unzione do- 
vrà 1’ Equazione A cangiarsi in quest’ altia 


pi n* pn x v 


— 2nv -f- > — t- — 

1 1 !\rn ni * 

cui potrà darsi la seguente. fprma 

\ n ) m* \ V 4'' 1 * ) 


— o 


B 
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Ciò premesso , si chiami x la iella CO ,ed y 

V ùj 

la MO) si vedrà chiaramente esserne la y — -> 


n M p 


la x — v — * 7 — • Imperocché essendo 310 : 
l\ni* 


MV ;; i : n , e nu’ loro simboli y : i> — ai ” - i : m, 
v — ai 

sa i à y — 


. Ed essendo CF J = s*: 


71 5 /l l 


. 17/1 


per quel clic si è dello qui sopra ; sarà AL’ 

sì ìi 3 n „ _ il' 1 /) 

— —7*4 « E quindi All— AI ; e 

// 4 " l v n ~ 

fìnalincnle la x , clic ne dinota la CO , sarà 
Dunque l'Equaz. B ricevendo le x, ed 


ILE 

4 ni" 1 


px 


y per le v.s, ed u, si caugcrà nell'altra ^ = — j*. 
eli’ è pariforme a quella di già recatane per 1’ as- 


« se (3aa). E per esserne •— il parametro del dia- 

7/1 1 

metro CQ (33o , 33;j) , potrà in tal proposito 
stabilirsi la verità seguente . 

§. i\'i, Teor. IL quadralo di una qualunque 
sciniordinata di un diametro delta Parabola è u- 

t 

suale al rettangolo della corrispondente ascissa nel 
parametro di esso diametro. 

A LI TER 

3{ j. Pongansi le Coordinale CO, ed OM rispet- 
tivamente uguali ad x , ed y : la Olì = C 1 ~ 

e quindi AF = — . Sarà OV = my , MV ™ ny, 

q con ciò MN == \ R ~ OR — OV — a — my : 

ed AA , eli’ è uguale ad AK — MV = AI -j-i U 

* 
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— MV > sari } -x — n y . Ma per la natura 

P 

della Parabola dee essere MN* = p X AN, Dun- 
que ne’ valori di queste rette avrassi m x y* 

— lamy — a* px — npy . Cioè, fatte le ridu- 
zioni , sarà 


np — tatti p _ 

j % 4 - ~ - • • c 

m ni* 

F» conducendo la normale CG al punto C 
della Parabola dee stare CF : FG::MV : VO a 
cagione de' triangoli simili CFG, MVO, cioè a:^p 
;; n ■. m. Dunque sarà np oam . E V Equazione 


C ridurrassi ad y* =’ ~x , come qui sopra (a). 

^ 3{5. Cor. 1 . (fig 4») La semiordinata NM del 
diametro A Q pongasi uguale ad a , e la sua ascissa 
AM=6. E due altre coordinate CS, ed SA dello 
stesso diametro dicansi y, cd x : e p il parametro 
di esso . Sarà (343) a 1 —pb , ed y* =z px . Onde 
dovrà essere a 1 — y- — p(b — x), ovvero N E R'—p 
X CE , compito il parallelogrammo MC . Ed in. 
simil modo può dimostrarsi, che sia NIIN'=/>X VH. 

346. Cor. 11 . Dunque se da più punti di una 
Parabola con due un si altrettante rette parallele ad 
un din metro di una tal curva , prolungandole in,- 
sino ad un' ordinata ili esso ; (fucile incidenti sa- 


(u) Alcuni moderni Analisti per rilevar quest' ul- 
timo conseguenza sogliono maneggiare le seguenti 
liquazioni , sen.f.sen.$z=o , seti.f-^o , b.sco-9—p 

X cos. 6~o-, k~ — " 0 p~ o. 
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ran proporzionali a' rettangoli de' respettivi seg- 
menti della detta ordinata . 


PROP. LA. TEOR. 


§. 347 . Per qualunque diametro della Parabola 
si avvera , che la sottangente sia dupla dell'ascissa 
corrispondente all'ordinata per lo contatto. ( ) 

Dimostr. Da un punto P , che stia fuori della 
Parabola NAN' e dilla direzione dell’ asse AM , 
intendasi condotta un’ incidente PN su questa cur- 
va, e per N la semiordinata NO a quel diametro, 
che passerebbe per lo punto P . E poi si ponga 
PO=x,PC=i, il parametro di ,CO=yj sen.P=w, 
seu.PNO = n , c quindi CO = x — b . Ed es* 
sendo n ad m , come PO , cioè * ad NO , sarà 

NO — . E poiché per la natura di tal cur- 

fi 

va (343) dee essere NO’ =r f y CO , sarà n*' 

TYl^X** 

valori di queste rette — 7 * = f[x — b) . Sicché 

fi 


ordinando siffatta Equazione dovrà emergerne 

- _ f n ' X - n A 

^ _ O.... k 

Ma nella supposizione , che l’ incidente PN sia 
tangente della curva , le due radici dell’ Equa- 
zione A (3i) diventano tra se uguali , cioè la 


x 



Dunque sarà 


= o 


fri 1 " //i’j 

r — • — - r= o , ovvero x* — — — — rr: 
am ani' 

E togliendo dall’ Equazione A l’ altra B 


. . B 

dovrà 
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— f n " x • ; , 

restarne h o , cioè x =z 2 b , ov- 
atti- in- 

vero PO = a.CO . 

3 {8. Cor. i. Di qui' si vede un agcvol mezzo 
da poter condurre uua tangente alla Parabola 
IVA n dal punto P dato fuori .li essa curva . Cioè 
dal punto P si meni la PE parallela all’asse AQ: 
e filila la CO uguale alla PC, si distenda per O 
la corda n'N parallela alla tangciltò della curva 
in C : e poi sì congiungatio le rette Pr» , e PN . 
Queste sanili le ilttc tangenti menate dal punto P 
alla sottoposta Parabola NAre . 

Scol. i. La tangente NP della Parabola 
• NAN' incontri in K I’ asse AM di ipresla curva , 
' ed ìli- D una scmiordinata RV al detto asse . E 
poi si ponga K A ~ c. KR = x , RV — y, RD ~z y 

e tang. K = t x=f V" 1 (- (*) . Sarà AR = x — e , 




y* = px — pc , C Z~ ~ t'X 5 = 


px- 


i c 


Ma 


per 


la 


7- 

EIcm.II. essendo n’ è x*>/fcx — .\c‘ y 


cioè 


e quindi — 

4 C 


t. 


> px — pc . E 


X j 

7~ > x — 

4 A , - 

prendendo le grandezze respettivainenle uguali a 
■queste clic lio qui paragonate , dovrà esserne 
* a >y i c z > y . Dunque tutti i punti della ret- 
ta JYP , tranne il solo N , dovran giacersi fuori 
della curva NAN': ond’ ella in virtù della defini- 
zione Vili, sarà tangente della Parabola N A/t. E 
con questi analitici ripiegliì , e colla guida dell’ 


(*) §. 325. in fine . 
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indicata definizioue si potrebbe nelle curve coniche 
dimostrare , clic sieu tangenti certe rette, che vi 
si conducono . Ma in tal rincontro 1 ' Equazione 
del Problema può condizionarsi ad avere ( 3 i) due 
radici Uguali : onde le intersezioni della cihva c 
di quella retta, cui si rapporti la detta Equazio- 
ne , dovrnn raccòrsi in un sol punto. E per que- 
sia via più spedila , e chiara , clic in questo cor- 
so didascalico più 1 volle ho calcata , pcrviensi a 
dimostrar tangente una tal retta . 

JJ. 35 o. Scol. Se nella Parabola il quadrato di 
ciascuna semiordinata ad un qualunque diametro 
\i pareggia il rettangolo del parametro nell' ascis- 
sa clic dal vernice le corrisponde , utile altre due 
curve coniche non sono uguali questi due spazi . 
Imperocché il quadrato della detta ascissa molti- 
plicato per lo rapporto del parametro al diame- 
tro dinota nell’. Iperbole ,1' eccesso del primo di 
qùe' due spazj sull’altro, e nell'Ellisse n’ è il 
difetto. E ciò può arguirsi dall’ Equazioni y "‘—p~ 

‘ ■ * t n À 'a — t ‘ - 

P* u P Z 1* 

4- - — ; , ed y 2 =2 pz — — rapportale per gli assi 

di queste curve ne’ . §§., , e 79 , e che dagli 

assi potran facilmente a’ lgro diametri trasferirsi. 
Onde p^r tal riflesso gli antichi Geometri chia- 
marono queste tre curve Parabola , ■rbvlc , El- 
lisse, che nói nostro idioma (c) suonano a< legnan- 
te , eccedente , deficiente 
i 1 ■ — — 


Ed in fine sarà dice- 


(c) I /tomi delle tre indicate curve traggo n l'ori- 
gine dalle- tre voci, dell' idioma Crei o , ‘itap a[laW( tv, 
V'.XfiTZiv, viti atleti», adampiare, deficere, eccedere. 

r i \ «A :. ■. . . .. 
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voi chiusura di questo argomento il recarvi quel- 
la verità , di clic io mi valsi come principio 
nel tesser ( d ) geometricamente la dottrina de’ 
diametri di queste curve . Cioè se ad un punto di 
un diametro di una di esse curve si elevi una per- 
pendicolare terza proporzionale in ordine alt ascis- 
sa , ed alla semiordinata , che corrispondono al det- 
to punto ; l' estremo di essa perpendicolare dovrà 
esserne allogato in una retta data di posizione . 
Per ciò dimostrare , si chiami v quella retta MI 
perpendicolare al diametro AM di una curva co- 
nica NAV, e vi si ponga 1 ’ ascissa AM = 2 , la 
sua semiordinata MN rr y , p il parametro del 
diametro AM , aa la lunghezza di esso : onde 
1 ’ Equazione generale di questa curva dovrà es- 

m* 

seme y x — pz + : ove il segno dee mili- 

tare per 1 ’ Iperbole , il — per 1’ Ellisse , e pol- 
la Parabola la la dee esserne infinita , Sarà- per 
la proposta condizione AM X MI = MN S , cioè 

■ P 1 . pz , , _ 

vz — pz ± — , ed » =: p t — , eh e un’Equaz. 
r “ a a r — aa ’ 1 

ad una retta data di sito. Cioè nella Parabola una 

tal retta è parallela al detto diametro , come 1’ è 

nolo dall'addotla Equazione, la quale dal supporti 

- — r= o degenera in v zsz p : e nelle altre due 
a a r 

curve ella riducesi ad v ss — ( aa + z ) . Intanto 
questa retta soleva dirsi Regolatrice dagli antichi 

(d) Fedi la Propu 7. delie Sezioni Coniche 
Stampate dal Ciannattasio II. F-diz . 
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Geometri , e serve a li u venirne i parametri di 
esse curve . 


CAP. fili. 

Delle Tangenti , e delle Seganti della 
Parabola . 


PROP. LXI. TEOR. 


§. 35 1 . Se due corde di una Parabola s' inter- 
sechino dentro , o fuori di una tal curva ; i ret- 
tangoli di que' loro segmenti , che restano tra la 
curva e 7 /oro incontro , saran proporzionali a' 
parametri di que' diametri , a' quali le dette cor- 
de son ordinate. ( fig. \\ ) 


Solux. Dal punto P , ove s’ intersecano le due 
corde NE ed ne fuori o dentro la Parabola 
NAe , si tiri la PG parallela all’ asse AM , e da' 
punti P, ed N si abbassino sulla rotta AM le per- 
pendicolari PR , ed NM t e poi si ponga PR = A, 
AR = b , PN = x, sen.NPG = m, cos.NPG =r «. 
Sarà NG = mx , PG = nx , NM = NG + GM 
= wix-f-A , ed AM == RM — RA =ni — b. Sic- 
ché dovendo (3aa) essere NM- = p X AM , sarà 
ne’ simboli di queste grandezze m s x 1 -f-A 3 -j-aA/nx 
= pnx — pb . Ed ordinando quest’ Equazione ri- 
spetto ad x , sarà 

a hm — np A = 4-/iA 

x 3 H -\ = o . . . . A 

1 m 3 nt~ 

Onde dovrà essero per la Teoria dell’ Equazioni 



I1)S 
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i/i • 


algebriche il rettangolo NPC ugnalo ad 

E se chiamisi p. il seno dell'angolo GPe, si polii 

i-i ». . h--\-pb 

conclnuucrc , come aiaruu , esserne J e- 

sjn'essionc del reltangolo «Po . Dunque sarà 

APE : .v, :: «Sii!*, JL , IL. . Ed 

tu' 1 p. - in' 1 in ' 

p n .... 

essendo — e — i parametri déf diametri , cui 
s«* /*' 1 

le NE , ed ne son* ordinate (33o,33y) , sarà vero 
i! proposto assunto . 

$. 35i. Cor. r. Se dal dato punto P voglia con- 
dursi una segante alla sottoposta Parabola NAE, 
talchi il reltangolo NPE Sfa uguale al quadrato dell’ 
Incidente (a) PII, eli’ io esprimo per K; dovrà farsi 

pbA-h 3 ... il’ 

■> — ~ — = E. , onde ne diverrà r ignota 
in 

•»>>.' i . 'ì ’j' . • * i. * 

nl =.,± ? . . 

Cioè pér soddikfare al ‘quesito dovrtui farsi al 
dato pulito P della retta PG , o d’ ambe le .par- 
ti di essai i due angoli ugnali ÌYPG 4 «PG , ciar- 

• * ' . -, 1 • . . \ . ' i. 

senno po’, quali abbia per seno — \ lpbr\-h-') ? ,, 

5.353. Co)-.} r. Le fungenti, che da un patito preso 
fuori di aria Parabola conducónsi ad essi curva , sono 
in suihlupltcdtu ragione di' parathetri ci rrisi ondenti 
id punti- di contatto . Imperciocché, coinè piò infe- 
rir ene dal presente Teorema, i quadrati di -tatuile 
tangenti soli proporzionali a’ parametri sinjdolti . 

(a) Che pervenga alla concava parte della Pai aboia. 
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P R O P. LXIl. T E O R. 

I . " . — ' • 

• * * 

35 Se a due diametri della Parabola , che 
sieno ugualmente distanti dall' asse , si tirino o- 
vunque due ordinate ; per gli estremi di queste ret- 
te può sempre passarne un cerchio . E le perpeu - 
d‘ col ari , che da' detti estremi conduco!, si sull'asse , 
. son tali , che quelle due , che restan da una parte 
dell' asse , sien prese insieme uguali a quelle dell' 
altra parte . ( Jig. 45 ) / , .) ; , T 

. 1 . - ; r ' . • •• : !• i * > 

Dim. Pari. I. Le due corde Nn ed J\V,, eie 

' 

sieno ordinate de’ diametri BD , CE ugualmente 
distanti dall' asse AM , s' intersechino entro la 
Parabola in G . Sarà per la prec. Prop. NQn ad 
.IVO»', come il parametro di BD a quello di. CE, 
cjqè in ragion di uguaglianza (33g,3}i), E perciò 
essendo uguali i due rettangoli XGn , JVG»' , un 
cerchio potrà descriversi pe’ quattro punti X , n\ 
», IV, .che son gli estremi delle deljc ordinate, 
E lo smesso ragiona incuto avrà luogo , quando 
queste due ordinate s' intersechino fuori della Pa- 
rabola . . 

* » » 

Pari. II. Si chiamino a cd e le perpendicola- 
ri , che da’ punti IV cd n si tirino sull'asse, .A M, 
cioè le JVM , ed n'fu : c poi per a ed. e si dise r 
guiuo le K'.M' ed noi perpendicolari calate sul 
medesimo asso da’ punti X' ed n , E finalmente 
pongasi la DM — EM' ss u . Sarà la XD = N.M 
— DM — a — » : e l’altra nV = nm -\-rnM — f-f « 
Ma per essere i triangoli rettangoli DIN li , cd 
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nVH uguali e simili, la retta ND è uguale alla nV. 

Dunque sarà a — w = « -f- w : e quindi a — g—iu. 

Or nella stessa maniera può dimostrarsi che sia 
* — c — 2 w . Dunque sarà a — i ~ a — e , e con 
ciò u-fe = a-f-e, ovvero IV M -f N 'M'-j - n m (e). 

§• 355. Cok i. Se la retta N V fluisca verso il 
punto C con moto a se parallelo , ella ne di- 
verrà tangente della Parabola , quando le sczicfai . 
IN* , ed ri si raccolgano in C . Sia dunqne CO 
Celesta tangente , e ne incontri la corda Nn nel 
punto O ; sarà CO a = NOn . E prolungando la 
CO , finché si unisca in R coll’ asse prodotto di 
tal curva , la congiunta RB sarà benanche tan- 
gente della Parabola in B, c sarà uguale alla RC. 

356. Cor. ii. Dunque un cerchio può segar la 
Parabola in quattro punti . Ei può segarla in due 


(e) Questo Teorema , che ad istigazione di certi 
Geometri Francesi f» dimostrato dall'Illustre Schoo- 
tcn , vien da lui proposto con eleganza nel seguen- 
te modo y che può agevolarne l' intelligenza della 
Prop. 62 . Ved. pag. 33 1 . Voi. 1 . Geom. Cart.: Si 
Circulus Parabolam in pluribus punctis secuerit, a 
quibus ad axem ex utraque parte pcrpendicularcs 
dcmittanlur : erit ea , quaè ex una parte axis re— 
pcritur . uoquafis illis , quae snnt ab altera parte. 
Quod si vero ab utraque parte in dnobus punctis 
illam sccet : crnnl similiter duae ab una parte 
aequalcs duabus ab altera parte. Ma la dimostra- 
zione analitica , che vi si legge , occupa 1 1 . pagi- 
ne : on.T io ho proccurato per comodo de' giovani 
di sostituirne qttcst' alti a assai breve . 
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pnuti , ed insiem toccarla in un altro . E può be- 
nanche toccarla in due so'i punti . Ma si vedrà 
siel seguente Problema , che un cerchio non pos- 
sa in più di quattro putiti segare una Parabola . 

P R O P. LXIIL P R O B L, 

5- 35y. Dati di sito , e di grandetta il cer- 
chio FRG , e la Parabola FAG ; determinarne 
analiticamente gl' incontri dì queste due curve * 

( fig- 4<ì ) 

Solux. Dal centro E del dato cerchio sì me- 
ni sull* asse AL della data Parabola la perpen- 
dicolare'ED : e poi si ponga la retta ED=A , la 
DA il parametro principale della delta Para- 
bola uguale ad 1 , e ’l dato raggio uguale a K. E 
supponendo il punto G esserne uno de’ richiesti 
incontri , ed AK. e KG le coordinate , che gli 
corrispondono, 61 ponga l'ascissa AK—x, e la sc- 
miordmata KGsr/ . Sarà xszy 7 (3a'a), GM=MK. 
-f KG=à-Ky , ed EM=AK — AD=x — b=y* — b. 
Sicché dovendo essere EM a -J-MG a =EG* , sarà 
jr * — •%bj*^-b <1 . E le radici 
reali di quest’ ultima Equazione saranno le semi- 
ordinate corrispondenti a’ richiesti punti d’ inter- 
sezione . 

$• 358. Cor. 1 Volendo proporre la delta E- 
quazione alla maniera Cartesiana , sicché nel 1 .® 
membro vi resti 1’ ignota elevata al massimo espo- 
nente e positiva , e nel a.° gli altri 6UOÌ termi- 



i ' " 

2 Oli 


. ii • t i * * • • . 

Thìiuìo' Aiuni ico ' 

ni con que’ segni ed in que’ luoglii , clic loro si 
convengono , sarà 

y+~(yj/ — l'jy'* — a/y'-j-R 1 — A 1 — A 1 .... A 

K questa medesima Equazione sarebbesì ottenuta 
col divisato artifizio . e con porvi la FL — y, 
<qual si conviene nell’ aver posta la RG = -j-y . 

359 Cor. 11 . Ma se suppongasi la FL =: y , 
se ne avrà nù’ altra Col - -j- xhy ned secondo nuni- 
bro . Cioè sarebbe 

. ,y 4 =(aA— i)y 5 -)- 2 /y-{-R 2 — A a — A* .... 15 
Onde può stabilirsi, che quando in quest’jemergtnla 
Equazione rinvengasi *hy nel a.° membro , le 
semiordiuatc positive, della Parabola deliba» es- 
sere dalla parte del centro di quel cerchio , che 
le si è combinato.. E eli’ elleno vi debbano stare 
dalla parte opposta , quando nella detta Equa- 
zione si ritrovi — a/y', Lo che può esser di chia- 
rimento alla costruzione Cartesiana de’ Problemi 
solidi : come si vedrà qui appresso . 

§. 3bo. Cor. 111 . Rapportando queste due curve 
ad uh medesimo asse , c ad uno stesso principio 
delle ascisse , e poi eliminando dalle loro Equa- 
zioni pila di quelle due indeterminate , che vi si 
contengono , dovrà nascerne un’ Equazione biqua- 
dratica determinata , nè potrà mai ottenersene 
uu' altra di grado superiore . Or le radici reali 
di quest’ emergente Equazione , come 1’ è chiaro , 
vi dinotano le ascisse , o le semiordinate corri - 
spandenti a’ puuti d’ intersezione . Dunque il 
massimo numero de’ punti , ne' quali la data Pa- 
rabola e'I Cerchio s' intersecano , non può esser-, 
che quattro . 
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1 

36i. Cor. iv. Questo ragionamento può Le- 
nanrlie aj plicarsi a due altre curve Coniclie , die 
s' inler.'ecliino ; donde polrem ricavarne la mede- 
sima illazione del precedente Corollario. 

Q 3(>a Cor.w Si dinotino per a, /3 , -y , c $ le 
radici reali dell" Equazione A . E lo stesso var- 
rebbe convenevolmente per l’altra 13 . E poi vi 
si tolgano nella tangente verticale AK. le parti AV, 
AZ ugnali alle a . e /3 , eli’ io suppongo positive : 
e le contrarie AT, AS uguali alle y, J,che vi sicn 
negative (35c)) . Dovranno essere a-, (ì‘, y 1 , L 1 le 
corrispondenti applicate nella parte esterna della 
Parabola ( 3v.a ) , cioè sempre reali . Dunque alle 
radici reali della indicala Equazione dovrà n cur- 
rispondtre intersezioni reali della data Parabola e 
del Cerchio ; 

tj. .363. Cor. vi. Avendo eliminata la x doli’ E- 
quazioni al Cerchio , ed alla Parabola , clic sou 
date di sito e di grandezza , 1’ emergente Equa- 
zione vieti sempre mancante del 2. 0 termine . 
E dovrà svanirne l'ultimo termine quando si ri- 
trovi il quadrato del raggio di quel cerchio ugua- 
le alia somma de’ quadrati delle coordinate del 
centro di esso , cioè Iv l — W 1 -j- /»* . Ed in tal 
caso la detta Equazione si deprimerà al i.° gra- 
do : e ’l cerchio dovrà passarne pjr lo vertice 
principale della Paralo»}»» . 

3 G 4 . Scol. La costruzione geometrica di un' 
Equazione è un Problema inverso di quello del- 
le intersezioni di due linee • Imperocché nel Pro- 
blema diretto si soglio!» proporre due curve da- 
te di silo , e di grandezza , e si vuol rilr< v.%- 
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re un’ Equazione , le cui radici reali vi dinoti- 
no le ascisse , o le ordinale corrispoudcnti a’ 
punti d’ inlcrscziono . Laddove noli’ Inverso vieti 
data un' Equazione algebrica , c si domanda di 
rinvenire , e combinare due convenevoli curve , 
sicché le ordiuate , o le ascisse corrispondenti al- 
le loro intersezioni vi dinotassero le radici reali 
di essa Equazione • Ma quanti principi geometri- 
ci , ed analitici dovrei qui chiarire per adegua- 
tamente risolvere il seconde» di questi due Pro- 
blemi ? Io dunque per non digredire oltremodo 
mi atterrò alla Cartesiana construzione delle cu- 
biche , c biquadratiche Equazioni , che vk;n ripu- 
tala la più perfetta , e la più generale di quante 
si potrebbero da’ Geometri agognare (a) . Ed in 
vero delincando una Parabola in un piano , e con 
quel parametro , che ne aggrada, con questa sola 
curva si potrà costruire una qualunque biquadra- 
tica , o cubica Equazione , sol che vi si combini 
un convenevol cerchio. E per tal modo i Proble- 
mi Solidi parrai» disciolti alla maniera de’ Pro- 
blemi Piatii ; poiché nell’ effettiva costruzione di 
quelli non si hanno a descrivere , che. soli cerchi, 
c congiunger rette . Ma un altro pregio in que- 
sto metodo vi ammiro , ed c, che nella combina- 
zione di tali curve il numero delle radici reali è 


(a) Cosi parla Cartesio nella puff. 88. della 
sua Geometria : Adeo ut bare regola omnium , 

•mas quis exoplare queat , generalissima sii , et 
ne iteci issima . 
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«filanto quello dello intersezioni di esse curve : 
onde in questo metodo i forti dubbj del Rollo 
non han luogo . Ma nè anche può obieltarvisi , 
che P Equazione biquadratica x 4 = px a .. qx .. r 
proposta alia maniera Cartesiana contenga termi- 
ni assinictrici , o di diverse dimensioni , come ne 
appajono. Imperocché un’Equazione di 4-° grado, 
che sia mancante del a.° termine, dovrebbe avere 
la seguente simmetrica forma x*=..e 3 x 3 .../ a x.. g*. 
Or supponendo una retta uguale all' unità , la 
terza proporzionale dopo di essa , e P altra retta 
e dee esser e 2 , che può chiamarsi p. E, se faccia- 

p fi 

si i ad - — come f ad una quarta q, sarà q = . 

E finalmente , coll' sostituirsi quest' altra analo- 

fl -1 t t 

già 1 : — ;; — ir, ne viene r—g*. Onde la piu- 
ma delle due proposte Equazioni dovrà identifi- 
carsi colla seconda . 

365. Def. xxxr. Una retta dicesi radice di 
un Equazione algebrica , se le condizioni , che 
han dovuto imporsi ad essa retta nell’ averla geo- 
metricamente esibita , si possan ridurre in quell’ 
Equazione. 

§. 366. Se una tal retta si potesse analitica- 
mente dinotare in grandezze note , co’ criterj pro- 
posti nc’ corsi elementari dovrebbesi conoscere , 
s’ ella sia radice della detta Equazione . Ma nell’ 
Equazioni superiori al 4-° grado invan si spera ce- 
lesta analitica valutazione: ed ella suol esserne assai 
molesta, ed inviluppata in moltissime Equazioni di 
3.°, c di 4.° grado. Onde a tal uopo fia necessa- 

»4 


»o6 Tra jr tato Analitico 
jrio r usare i! criterio proposto nella definizione * 
Ed invero ^ja tetta KG , clic nel Problema prò* 
cedente fu determinata dal combinarne insieme la 
Parabola PAG e ’l cerchio FGR , vi riceve le due 
seguenti condizioni . Per la natura della Parabola 
la semiordijiala KG dee esser media proporzionale 
tra la sua ascissa KA , e ’I parametro principale 
di essa curva , che si c supposto uguale ad i . E 
per la natura del cerchio dee esserne (KG-f-KM)* 
— EG 3 — EM J . E poiché coleste due condjzio- 
pi ci porgono 1’ Equazione A , di questa ne sa- 
rà una radice la retta KG. Or di un tal criterio 
si valse il sagacissimo Cartesio nell’ esplorare sif- 
fatte radici : c da esso mi sou' io ingegnato d’in- 
tesserne P addotta deGuizione , che può esser di 
lume all’ argomento , 

P R O P. LAIV. P R 0 B L, 

' . # 

367. Data un' Equazione biquadratica , che 
?ia sgombra del a.° termine , e proposta alla man 
niera Cartesiana nel seguente modo j- 4 = py* 
_}_ qy -j- r ; esibirne geometricamente le sue radici 
reali , se pur ve ne sieno , 

Soluz. Si confronti la proposta Equazione coll’ 
altra B , eh' è y*=(ib — h X — /* 3 — ò*-J-K s , 
per vi determinare le b , h , e K r Sarà dal pa-? 
j-allelo de' loro termini analoghi 
p—ib — x , q=*h , r=K"— Ir — b* , e quindi 

A=f, , K= V(4,=+ (iin + r). 
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Dnnquc delincando una Parabola , clic abbia l’u- 
nità per parametro principale , e 1’ asse per db- 
rcttrice della costruzione , si descriva un cer- 
chio , che abbia per raggio il va lo ré della K , e 
per centro quel punto , le cui coordinate sicno 
t(»+/ 0 > cd 1? » ,e sue intersezioni colla detta 
Parabola saran gli estremi di quelle semiordinalc 
di questa curva , che vi dinotano le radici reali 
della data Equazione. E le vere staranno in quel- 
la parte della Parabola , ove n' c il centro del 
detto cerchio, e le false nella parte opjxosta . Cl»è 
se nella data Equazione , c disposta come sopra , 
vi fosse — qy , ella si dovila paragonare coll’ E- 
qunzionc A per ricavarne i valori del raggio del 
cerchio da descriversi , e delle coordinate del cen- 
tro di esso . Lo che si ottiene in un consimif 
modo ; ma le radici false di essa Equazione sta- 
ranno nella parte della Parabola, ove n’ è il cen- 
tro del detto cerchio, e le vere nell’ opposta par- 
te . E per la chiara , e rilenevole intelligenza di 
queste cose gioverà esibirne la sottoposta Regola 
Cartesiana . 

<j. 368. Descritta la Parabola con un parametro 
dato , che pongasi uguale ad ì, si prenda nel suo 
asse un punto («) distante dal vertice per -j . Inoltre 

m _ , _ _ , - - - ■ * 

(a) Questo punto , come si vedrà in appresso , i s 
il centro del cerchio osculatore della Parabola nel 
v ertice principale. Ed ognuno potrà conoscervi , che 
le regole di questa construzione Cartesiana siensi 
ritratte dal Problema precedente , e non già dalla 
Teoria de Luoghi Geometrici , come suol dirsi . * 
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dii detto punto tolgasi nell’ asse una retta ugua- 
le alia metà del coefficiente del i.° termine : cd 
ella ne proceda verso il vertice , o alla parie op- 
posta , secotàlocliè il detto termine sia negativo , 
o positivo ; c dall’ estremo di questa retta si eri- 
ga al medesimo asse una perpendicolare uguale alla 
metà del coefficiente del quarto termine, e da quella 
parte , clic ne aggrada : e poi si tiri una retta 
dall' estremo della detta perpendicolare al vertice 
della Paratola . Inoltre al quadrato di questa «in- 
giungente dovrà unirsi il rettangolo del parametro 
nell’ ultimo termine , se pur questo sia positivo , 
0 togliersi nell’altro caso ; e poi converrà eslrarra 
)a radice da quel binomio , o da questo apotome. 
// cerchio , che tien per centro /’ estremo della det- 
ta perpendicolare , e per intervalla l' indicata ra- 
dice , sarà quella , che si ricerca . E , se la data 
Equazione sia cuhica , il raggio di questo cerchio 
farà quanto la detta congiungente . Ma per le ra- 
dici vere , e per le false dovrà serbarsi il criterio 
di già esposto nel prec, 

PROP. IXY. PROBL. 

36g. Data il punto P dentro la Parabola 
fAG , condurle per esso una normale ( fig 47- ). 

Solai. Sia F un di que’ punti , ove la richie- 
•*ta normale incontri la data Parabola ; e si chia- 
mino x , ed y le coordinate AE , ed FE di esso 
punto , e A» ed A le coordinate AM ed MP del 
dato punto P , ove per p si dinoti il parametro 
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principale . Sarà FI = FE — MP = y — • h > 

PI = AM — AE = é — x — b — — . E do- 

P 

vendo essere FI : IP ;; FE : ER po’ triangoli 
simili F1P, FER , sarà ne’ 'Simboli di quelle ret- 
y s 

te y — h : b — — ” y ; Ap , cioè 
T/IX — iph =iby— y j. 

Ed ordinando quest’ Equazione alla maniera Car- 
tesiana , si otterrà 

y 3 — p {b — -ip]y + ~ p'h ... . A 
Conslruz. Prodotla la MR in f, sicché sia 
ER = ~p , si divida la g A in parti usua- 
ti nel punto M , e la MP ugualmente in n, e si 
Compia il parallelogrammo ME . E poi col cen- 
tro E intervallo E A si descriva uii cerchio , ch« 
segnerà nella Parabola i punti addimandati . 

§ 370. Cor. 1. Se nell’ Equazione A pongasi 
pr per y " 1 , si avrà , fatte le ovvie riduzioni , 
xy ~f- (*p — b)y = \ph . Or siffatta Equazione è 
ad un’ Iperbole tra gli assintoti . Dunque colla 
combinazione di questa curva , e della Parabola 
proposta si potrà risolvere il presente Problema. 
Ma la prima delle recate soluzioni è più elegante 
di quest’ altra (a) . 


(a) Un Problema solido , il cui soggetto sia una 
Parabola conica , dee Stimarsi risoluto colla mas* 
sima eleganza , quando vi si combini un cerchio ad 
indagarne i punti soddisfacenti . E perciò <* di gran 
pregio questa soluzione ordita dall' Illustre Giacomo . 
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371. Cor. ii. Colla similitudine de’ medesi- 
mi triangoli FIP, FEll potrà risolversi per l'El- 
lisse il presente Problema : ma con questo diva- 
rio , clic postavi P ascissa dal centro ugnale ad 

llernulli e destinala a divinarne quella dell ' Ugenio. 
lì di una pari perfezione n' è quell'ultra del Sommo 
Newton ( fig. fa. ) nel voler condurre nella Para- 
bola AVN il ramo FN , che vi comprendesse uh’ 
aja data col ramo FA , il quale passa per lo ver- 
tice principale. Per la qual cosa dal punto N , che 
suppongasi esserne il richiesto , si abbassi la per- 
pendicolare NM sull' asse AM della detta Parabo- 
la . E si ponga cotesta semiordinata NM — y , il 
parametro principale uguale ad 1 , /' ascissa 

AM — x — y* . E l' aja AFN suppongasi ugua- 
le ad 1 X nz , Sarà il triangolo FMN— gy(y " — 

— "T.X 3 ~~*i Y ■ e 'l t rilineo AMN, che più appresso 
si mostrerà uguale a due terzi del parallelogram- 
mo delle coordinate AM cd MN , sarà uguale a 
y-ry =r ■* . Onde dovrà essere il trilineo AFN 
che vi pareggia AMN — FMN , uguale a jy> — fa* 

' y = '0J' 3 ~f~ ’ Ma ei per le condizioni del 

Problema dee pareggiarne 1 X m • Dunque sarà 
yS — — E quindi per ritrovarne 

quel punto N si dovrà dal punto medio della FA 
elevare una perpendicolare ad AF uguale a i m 
c poi descrivere un cerchio , che abbia per cen- 
tro 1 T estremo di delta perpeudicolare , e per rag. 
gio la sua distanza dal vertice della Parabola . E 
vieti praticato dall' III. Newton , occultandosi V A - 
natisi quassù esibita - 


Digitized by Google 



ri elle Sezioni Coniche, 211 
x , e ad a, e c il semiasse maggiore c ’1 suo con- 
iugato , debba essere la sunnortaale LR = “ , 

ed x = - y (c 1 — j'") , 

§ 372. .Sco/. Questo Problema , clic sembra re- 
cato a solo fi he d’ illustrarne il metodo Cartesia- 
no , contiene un' importante ricerca * clic meritò 
'le cure de* sommi Geometri Cristiano Ugenio , e 
Giacomo Perniili? , Ed anzi dal risultato di esso 
potrem facilmente 1 * Evoluta della Parabola rac- 
conce . Del che in appresso , • 

P R O P. LXVf. TEOB. 

373. Se da uri punta esistente fuori di una 
Parabola conducansi due tangenti ad essa curva , 
ed una sola segante t che non sia diametro 5 cote- 
sta segante sarà divisa armonicamente dalla detta, 
curva , é dalla retta fra 1 contatti .• 

Vedi la dimostrazione della Prop. XIV. 

P R O P, LXVIL T E O R. 

S74. Se da un punto esistente fuori di una 
Parabola conducansi due tangenti ad essa ctirva , 
e due seganti t niuna delle quali sia diametro ; la 
retta , che ne unisce * contatti , e le altre due , che 
passano per le sezioni superiori , e per le inferiori 
rispettivamente , dovran segarsi in uno stesso pùnto. 

5. Corali . E la medesima retta fra’ con- 
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tatti dovrà passare per lo concorso di quelle due 
tangenti , clic conducami alla curva ne’ punti se- 
gnativi da una di quelle seganti. Vedi la dimostr. 
della Prop. XV. 


PROP. LXYII. P R O B L. 


jj, 3?6. Per un punto dato nello spazio parabo- 
lico nTAE sia comunque condotta la tarda Nra , 
ed a' suoi estremi le due tangenti NR , ed nR ; 
xuol ritrovarti il luogo del concorso di queste due 
rette . ( fig. 48. ) 


Soluz. Dal dato punto P , e dal concorso R 
delle proposte langeuti si tirino le PII , ed RF 
parallele all’ asse AQ della Parabola , c la prima 
di queste due rette ne incontri in H la tangente 
Verticale AH . Da’ punti R , ed F si calino sul 
detto asse le perpendicolari RS, ed FE: e la PII 
convenga colla FE in G . Inoltre sieno PH = b , 
AH = h , PG = x , GF = _/ , e PIVI ~ u . Sari f 
PG : GF II PM : MN pe’ triangoli simili PGF, 

PMN, cioè x : y II « : MN — . E dovrà es- 

x 


sere ND = 7t — ~ , ed AD — b — u . Ma 


per la natura della Parabola ATn dee (32a) es- 
sere ND’ = p X AD. Dunque ne’ simboli di que- 
ste grandezze oltiensi un’ Equazione , che ordina- 
ta rispetto ad w ba la seguente forma 




px " — 2 hjx h"x‘ 1 — pbx' 1 _ 


v -j- 


jr* 


= 0 


• n 
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JE dovrà essere, per quel che si è detto altrove ( 5 i.,), 

hjx — ±/>x- ...... 

£ = X , cioè hy — -rfx—y* .... A 

y 

Ciò posto , si chiamino z ed v le coordinate 
RS cd SA del concorso R delle proposte langcn- 
ti . Sarà la GF ~ GE — FE = h — : . E, com- 
pili i due parallelogrammi ST ed SM, si vedrà 

esser TQ zt RS == z , AQ = 1 £ 3 = fi 


• , e quin- 

P P 

v , Ma la sottan- 


di QS = AQ — AS = -f- 

P 

gente RF è dupla di RT. Dunque sarà VG=RF 

= — — 2v , e GP=PH — HV — VG = b+v 
P 1 

*— . Se dunque nell’ Equazione A pongasi pe* 

la x il trinomio b-i-v , e per la y il ii- 

P 

nomio h — * , si avrà un’ Equazione , in cui con- 
traggonsi molti termini ; ed ella poi si riduce nella 


semplicissima forma lineare z = ••• B . 

E perciò 

§• 377. Teor. 1. La linea , che passa pe' con- 
corsi delle divisate tangenti , è ima retta inclina- 
ta all' asse della Parabola per un angolo , la cui 

tangente trigonometrica è — : ed è b la distan- 
za 

za del vertice di quest' angolo da quello della 
detta curva . 

§• 378. Teor. h. La linea , che passa pe' pun- 
ii medj delle corde di una Parabola , le quali .«* 
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interseghino in un liuto punto , l' è anche una Pa- 
rabola similmente posta colla data , ed avente un 
sudduplo parametro : e ciò può conoscersi dall’E- 
quazione A ridotta nella seguente forma 


5. 379. Cor. Se quel dato punto, in che s’in- 
tersecano le corde della Parabola , sia il fuoco di 
tal curva , la grandezza b diverrà gp , h =5 a , et 
]' Equazione B darà v =x — ^p . Onde potrà 
conchiudersi che debbon sempre concorrere nella 
linea della sublimità della Parabola due tangenti 
menate ad essa curva per gli estremi di ciascuna, 
corda , che passi per lo fuoco , 


A L I T E R ( fig- 49* ) 


<$. 38 o. Sia M/n una qualunque corda di una cur- 
va conica , ed ella vi si conduca per lo dato pun-» 
to P . Le tangenti de’ punti M ed m si uniscano 
ju T , donde si tiri la TE parallela all’ asse AB 
di essa curva, che qui supponghianio esserne un’El- 
lisse avente il centro in 0 . E si dicano X , ed y 
le coordinate CN f ed MN del punto M : ed a 
cd e le altre CV ed VT del punto T: intenden- 
do esserne b ed h , come si è praticalo altrove , 
quelle del dato punto P . Ed infine dicasi t la 
tangente trigonometrica dell’angolo MTO ^ Sara 

( 52 ) c a : a- , e quindi y = — - .... A 

v J x t u-t 

Ed essendo TO = a — x , cd MO = y — €% 

rà y — £ = / ( a — x) . ... b . Sicché eliminando 

la t dalle due Equazioni A , c B , ne risulterà. 
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ary* -)- c 3 r 3 -f- atty -J- c~ol r = o , E sottraendo- 
quest' ultima Equazione da quella dell'Ellisse (iti), 
eh’ è a a y* -J* c 3 -r s — are 1 , si avrà la sottoposta 
Equazione lineare 

utsy -4- c’tfr = « 3 c 3 ..... C , 
che appartiensi ad una retta condottavi per M . 
Ma collo stesso metodo può dimostrarsi y che l’E- 
quazione C debba appartenere ad una retta , che 
passi per lo punto ni . Duuqu' ella sarà 1’ Equa- 
zione alla corda Min , come quella che ha i suoi 
estremi in M ed m . Ed una tal Equazione avrà 
luogo per qualunque valore della variabile * , e 
dell’ altra y . 

Intanto suppongasi la corda M/n passarne per 
lo dato punto P , le. cui coordinate sieno b , ed h: 
a poi nell’ Equazione C pongasi b per x , ed A 
per y . Ne nascerà quest’ altra Equazione 

otiti -f- c"a b — a"c 3 D , 

che vi dinota il rapporto delle coordinate del 
detto punto P a quelle delle concorso T delle 
divisate tangenti . Ma conduccndo per lo pun- 
to P un* altra corda nell’ Ellisse dee militarvi la 
medesima Equazione D , variandone le sole co- 
ordinate , che apparlcngonsi al nuovo punto dr 
concorso di esse tangenti . Se dunque nell’ Equa* 
zione D pongansi le due variabili v e z per le co- 
stanti a ed s, che vi si ravvisano, 1’ emergente 
Equazione apparterrà alla richiesta locale. Ed ella 
sarà, come sopra (i4*) » 

othz -{* c z bv = o 3 c 3 , cioè z = C —(^L~ — v 

a 2 /i\ b 

§•38 1 . Nello stesso modo si risolve il Problema 
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per 1 ’ Iperbole . Ma rispetto alla Parabola dovrà 
farsi AN — x , ed AV = a. E sarà y — e — 

t(a -j- x) 1 ’ Equazione alla retta TM, ed ~p = /,y 

Ì fucila della tangente in M . Dunque eliminando 
a t da queste due Equazioni avrassi^ 8 - — ty 
— »/*(* -f* *) . E , se tolgasi quest' ultima Equa- 
zione da quella della Parabola , eh’ è y* — pr , 
resterà t y — ìp(x — «) • Ciò premesso, si ponga in 
Quest'Equazione b per x , ed h per.y: ella diverrà 

th == —(è— «) : e surrogandovi le variabili ve» 

per le costanti a ed t , si avrà, come sopra, (a). 

S -“(ò— *v) ..... E 

uli 

5 - 382. Scol. Volendo ad istruzione de’ giova- 
ne’ti spinger più oltre quest'argomento, io mi 
fo a risolvere un Problema , che parmi da altri 
non risoluto. Ed è di ritrovare il luogo del con- 
corso di due tangenti condotte ad una curva conica 
per gli estremi di una qualunque sua corda , che 


(a) V Equazione E , e /' altra B d:l 3 76. 

son le medesime , ancorché in quella si ravvisi 
-f- v , e — v in quest' ultra : imperocché in queste 
due ricerche si son prese le ascisse v a parli op- 
poste . Intanto tu presente soluzione del Problema 
si è istituita senza dipenderne dalla locale de' pun- 
ti medj delle corde condotte in esse curve per un 
dato punto , come si è desideralo da certi Geo- 
metri della nostra Capitale . - • ■ . 
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tocchi un' altra curva data . Per chiarezza di ri- 
soluzione io qui ne semplifico i dati del Proble- 
ma : supponendo la prima di queste due curve 
esserne un' Ellisse , i cui semiassi sieno , come si 
è convenuto sin dal principio , a e c : e l'altra 
un cerchio del raggio r , ed avente il medesimo 
centro dell' Ellisse . inoltre si chiamino cui; 
coordinate CV ed VT di quel punto di concor- 
so : ed x ed y quelle altre del contatto della 
detta corda col dato cerchio , le cioè CK , e KP. 
Dovrà (/>) in tal punto aver luogo la seguente E- 
quazione a^sy -f- c a i>x = a 9 c 9 , ovvèr quest’ al- 
tra a*x^(r* — x l ) c 9 vx = a*c 9 , ponendovi 
V(r 9 — x 9 ) per y . E liberando da’ radicali que- 
st' ultima Equazione , e poi ordinandola rispetto 
ad x 9 si avrà 

ia x c*vx , — a^lV 4 

: H s — ----- = 0 


aV-f-c 4 * 


n 4 z-f-C 4 J’ a 

Or nel contatto di quella corda col proposto cer- 
chio si debbono eguagliare le due radici dell’ E- 
quazione A (3i) , eh’ è di a. 0 grado . Dunque il 
quadrato della metà del coefificieute del u,° termi- 
ne dovrà pareggiarne il terzo . Onde riducendo 
queste grandezze uguali si otterrà 

r 3 a* u 4 \ r 1 / 

Cioè a dire la richiesta locale è un' Ellisse , che 
ha per semiasse maggiore la tersa proporzionalo 
dopo le grandesse r ed a , e per minore l' altra 


(b) Fedi §. 38o. In fin. 
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terza proporzionale in ordine ad r e c . E qnl 
leu si Tede esserne sparita dall’ Equazione A la 
variabile x , che iu altre simigliami ricerche a- 
vrebbesi dovuta con qualche stento dell’ Analista 
eliminare . Ma un altro Problema di questo più 
importante dovrà fregiare siffatte disquisizioni sul- 
le Tangenti . 

» 

PHOP, LXIX. TEOK, 

383. Data la Parabola MAm , ritrovare il 
luogo del concorso T delle tangenti 1 M , e f/rt 
di essa curva , le quali contengano un angolo u- 
guale al dato KGH . ( Jig. 5o. ) 

Soluz. Quest’ augo!o per comodità della solu- 
zione intendasi consliluito all’ estremo Cx dell or- 
dinata GH della Parabola, condottavi per lo fuo- 
co F : e ’1 suo lato GK incontri in K la HK pa- 
rallela all'asse. Onde sarà data la HK- Dal pun- 
to T si meni la TO parallela al detto asse , ed 
ella ne incontri in O la semiordiuata per lo con- 
tatto M . El’ ordinata GH si distenda , sinché 
ne incontri la KL perpendicolare alla GK . 

Ciò posto , si chiami p il parametro principale 
della Parabola , o la GII , e si ponga IIK = b , 
TO = VN = x, TV = » , AV = v , c queste 
due ultime variabili sien le coordinale del puntò 
T . Inoltre la tangente trigonometrica dell’ ango- 

b 

lo MTO sia uguale a t: e quella di KGII = • 

Sarà AN — x — v , MO — tx , e quindi 
MN = MO -f- OjS = tx -}- z . K dovendo essere 
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MA’ 1 = /< X AN per la natura della PararaLola , 
si avrà ire' simboli di queste grandezze la se- 
guente Equazione t’a r* -f- as tx -f- z a — px — pv i, 
die ordinata rispetto ad x trasformasi > in quest' 
altra 

„ . ss t — p s‘~\-pv . 

t * 1 t 

Ma a cagion della tangente MT son eguali le du» 
ludici dell’Equazione A, oli' è di a.® grado: dun*- 

i . /2s/ — *\* . z'-l-pv . , • 

que dovrà essere f — — — j = — — — > . E nuo- 
cendo quest' ultima Equazione , e poi ordinandola 
rispetto a t , se ne otterrà quest’ altra , 
t . , * P „ 

t m T ‘ “ / — ** | 

v 4 y 

le cui radici sono 

— — V(^+/’ v ) i e — -~V( s, -fp v X 

%v W 1 ir ar \ r r- 

c la prima di esse è vera , dinotandovi la tan- 
gente trigonometrica delTaugolo RITO' ; e P altra, 
eh’ è falsa, vi esprime quella dell’angolo mTO, 
eh’ è negativo . Ma da’ principi della Trigonome^ 
Irla analitica (a) si sa esser tang.(^>~i-8) uguale a 
Tang.f -f- Tang.9 


» — Tang.p X Tang.9 


Dunque pe ’l Problema 


. , V (* +/>»') r p \ , b 

presente si ayra ; { J • — = > 

1 V ' l\v p 

onde liberando quest’ Equazione da’ radicali , ed 
prdinaudola rispetto a z , si avrà finalmente 


(a) Fedi nota (c) §. 88. 


x 
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ritrovansi moltiplicati per b* : essendo gli altri 
disprezzabili rispetto ad essi . Cioè in tal caso 
T equazione C degenera in quest' altra 


b" 

P l 


("’ “ 7 "’ 77 ;} = 


O > 


clie ridotta ci offre la v = %p • 

§. 38?. Coi\ iv. E di qui si raccoglie , che t 
vertici degli angoli retti , i cui luti sieri tangenti 
di una Parabola data , debban giacere nella li- 
nea di sublimità di essa curva . 


Al iter 


§• 388, La tangente MT della Parabola MAm 
si prolunghi , finché ne incontri in D 1’ asse di 
tal curva : e condottavi per M la normale MP , 
si ponga la DV =r ,r , e vi rimaugan salde le al- 
tre indicazioni quassù proposte . Sarà ( 327 ) p a - 
scissa A N — AD ~ A \ -j- V D ~ v x j e quin- 
di (3a3) la semiordinata NM = V(p v -f- p.r). Ma 
pe' triangoli simi'i MA T P , TVD sta A'P : NM ;; 
TV : VI), cioè *p : \(pv -f px) :: z : r , ov- 
vero ^-p : v -f- x ; : z : : x- . Dunque sarà ìpx 1 
= >"v -j- z’ar : ed ordinando rispetto ad x siffatta 
Equazione., ne avroui quest’ altra 


4** 




= o 


2 ; 


cui radici sono 

iz 


2Z~ 


— ~Y(** + pv) , 


, + 7 - ««* + /»), « 

e vi deggion dinotare le due rette VD , ed Yj' 

TV 


rispettivamente . Ma le 


r • • TV 

finzioni w , . Ti 
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son le tangenti degli angoli TDV , TJV . Dun- 
que coleste tangenti dovranno avere i seguenti 
Valori 

P P 

2 2 -f- 2 y(s a 4- pv) ’ 22 — 3 V(s a -f- pv) ' 

Or suppongasi esser + - la tangente del dato 

r 

angolo MT//i, che per la natura del triangolo 
T DA' dee pareggiarne i due angoli interni ed op- 
posti TDJ 1 , e TiJD :c poi dalle divisate tangenti 
degli angoli TDV, TJV si ritrovi la tangente 
della lor somma pel trigonometrico Teorema di- 
anzi proposto , ed un tal risultato facciasi uguale 

a + - ; s’ incontrerà per quest' altra via , ch*è 

P 

più agevolo della primiera , la medesima Equa- 
zione C . 

§. 38y. Scol. Lo stesso metodo potrà impiegar- 
si per r Ellisse , e per 1’ Iperbole, quando vi si 
richieggano consimili locali . Ma queste curve non 
saranno del genere delle coniche , ma sì bene li- 
nce di 4 -° ordine . Cbe anzi se piaccia di cono- 
scete nella Parabola qual sia quella curva , die 
vicn toccato dalle congiungenli de' contatti di due 
tangenti , le quali contengan sempre un dato an- 
golo acuto , wver ottuso ; ella pe' principi sparsi 
in questo capo potrà facilmente investigarsi . In- 
tanto non ini s’ imputi a difetto 1’ essermi qui 
diffuso più , che altrove ; poiché dovendo esibir 
chiaramente la costruzione Cartesiana de’ Proble- 
mi solidi , proposta nella fine del ì {f>. , c vo- 
lendo indagar corte locali assai più difficili di 
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quelle, di che si occupò lodevolmente il Viviaui, 
no» ho potuto esser più breve , 

CAP. IX. 

la Teoria del Fuoco della Parabola . 

3<)o. Molte proprietà del fuoco della Para- 
bola, che Iraggonsi di leggieri dalla genesi di que- 
sta curva (3 11 '', o che nelle precedenti ricerche io 
disvelai, meritano di essere ordinatamente qui ra- 
gunate , perché sicno a’ giovani più rilcncvoli . 
Fd ir» primo luogo ogni ramo di questa curva 
è quanto la distanza del suo estremo dalla linea 
di sublimità (3i3). Ciascun ramo , e la distanza, 
del suo estremo da una sottoposta ordinata all'as- 
se vi formano uua costante somma . Ei supera 
1' ascissa corrispondente, alla ordinala pel suo e- 
stremo per la quarta parte del parametro principa- 
le . E , divenendo un tal ramo perpendicolare all' 
asse , dovrà pareggiarne la metà del detto para- 
metro : etc. Ma due altre proprietà del medesimo 
soggetto saran contenute nel seguente Teorema . 

P il 0 P. LXX. T E 0 R. 

<5. 3<>i . Ciascun ramo della Parabola è quanto 
la distanza del fuoco <li questa curva dal concor- 
so dell ' asse colla normale che vi procede dal suo 
estremo . 

E lo stesso ramo dee uguagliarne la semiordi- 
nata all' asse distesa pel suo estremo insino alla 
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(vigente , che vi si conduce dal punto della su- 
blimità , e dalla medesima parte di esso ramo . 

U'S- 5j - ) 

Dira. Par I. La retta FN sia un ramo della 
Parabola ADiV , c dal suo estremo IV intcndansi 
condotte ad essa curva la normale KQ , e la sc- 
miprdinala KM all’ asse , la quale incontri in R 
la tangente RD , che passi per lo punto K della 
sublimità . E posta uguale ad a- 1' ascissa AM , ed 
a p il parametro principale di tal curva , sarà 
{33 1) la sunnormale MQ = \p . Ma la r tta FQ 
è uguale ad FM -(- MQ = AHI — AF -j- = t 

— gp -f- \p = x -f- dp . Ed è (àqo) anche FN 
ss a- -f- -gp • Dunquè sarà FN =? FQ , 

Par. II. Tanto la retta FK , che la semiordi- 
nat a FD all’asse AM è uguale ad J % -p (390): e per- 
ciò quelle son uguali fra loro . Onde pe’ trian- 
goli simili KFD , KMR , sarà anche KM = MR. 
Ma è KM=jr-f-^/>, per esserne uguale ad AM-j-AK, 
Dunque sarà Mlt = x + ^ p == FN . 

§ . 393. dot oli. In una Parabola se dall' estre- 
mo di un ramo conducansi la tangente , e la nor- 
male ad essa curva ; la tangente dovrà fare ango- 
li uguali col detto ramo , e coll' asso delta Para- 
bola , come può rilevarsi da' 3ao. , e 347- E 
con queste due rette vi farà pure angoli uguali la 
normale . 

§• 3 1>3. Scoi. Di qui si vede, come si possa de-- 
scrivere per assegnazione di punti una Parabola , 
di cui sia dato il fuoco F , e 'I vertice principale 
A . Imperocché congiunta la FA si elevi ad essa 
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retta dal punto F la perpendicolare FD dupla di 
FA , e nel suo estremo 1) facciasi 1’ angolo Se- 
mirette FDG . Inoltre le rette FA , e DG si 
prolunghino al di sopra della FD , finché s’ in- 
contrino in K , ed elleno indefinitamente disten- 
dansi all' ingiù . E finalmente condotta , ove ne 
piace, 1' ordinata MR nel triangolo MK.R, si de- 
scriva col centro F intervallo MR un cerchio j 
che dovrà segnare nella MB il punto N, il quale 
apparticnsi alla Parabola richiesta . 

P R O P. LXXI. T E O R. 

tj. 3g Se ad un punto della Parabola si con- 
ducano il ratno e la normale , e poi dal punto , 
ove la normale ne incontra l'asse , si meni la per- 
pendicolare al detto ramo ; la parte del rumo , 
eh" ella ne tronca verso la ctirva , è quanto il se- 
mi parametro principale , ( fig< 5 1 . ) 

Dimostr. Al plinto N della Parabola ADN s’ in- 
tendano condotti il ramo FN , c la normale NQ, 
che incontra 1’ asse AM in Q , e da Q si abbas- 
si sul detto ramo la perpendicolare Q13 : io dico 
esser la NB = ~p . Si ritengano i simboli della 
Prop. prcc. Sarà per la i3. El. II. FQ* — FN 1 
-(- NQ* — aFNB , cioè (3gi) per esserne FQ’ 
= FN a , sarà aFNB = N T Q* : onde (3go) ne’ loro 
simboli dovrà essere i{x -f- ^p) NB — px : 

e quindi NB ~p . 
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P n O P. LXXII. P 11 O D L. 

^ . 3 <) 5 . Descrivere unii curva conica , che abbia 
il punto S per fuoco , il parametro principale ti- 
gnale ad L , e tocchi nel dato punto P la retta 
RP data di posizione . ( Jig. 5 2. ) 

Soluz. Nel punto P dulia retta RP si formi l’an- 
golo RPH supplemento del dato angolo SPR : c 
dal punto S si abbassi la SK. perpendicolare alla 
PII. E poi si ponga SP ~ r , L =: p , PK = b, e 
facciasi uguale ad x la PH, clic intercede tra’l dato 
punto P, c 1 ' asse della curva , che qui suppon- 
ghiarno esserne un’ Ellisse : poiché da questa può 
facilmente fluirne alle altre due curve coniche la 
soluzione . Ed essendo SP -f- PH 1 ’ asse prin- 
cipale di tal curva , sarà %p(r -f- jr) il quadrato 
del semiasse secondario , e quello dell’eccentricità 
(150,78) dovrà essere uguale ad A(r-l-x) 2 -— 4 y>(r-J-x). 
È sarà finalmente SIP = (r-j-x) 3 — p(r-f-x) . 
Ma per la i 3 . El. II. dee essere SH*=:SP 3 -J-PH* 
— aPH X PK- Dunque sarà ne' simboli di queste 
rette f 1 -j- 2 rx -}- x" — pr — px = r 2 -j- x* — aòx, 
cioè 2 rx — px — pr z=z — 2 bx . E quindi 


2 r -j- ib — p 

Or la frazione A è positiva , negativa , o di un’ 
infinito valore , secondo elle il binomio ir -}- 2 b 
sia maggiore , minore, o uguale alla grandezza p . 
E perciò nel primo caso la curva conica da do- 
versi descrivere sarà un’Ellisse, il cui asse mag- 
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2 /*^ | 'yfìp 

giore (i5o) dee esser uguale a ' : nel sc- 

— /l 

condo caso ella sarà un’ Iperbole , clic tien per 

? . , ir‘ 4- 

asse principale . 

p — ir — 20 

E finalmente nel 3.° caso la detta curva sarà 
ima Parabola , di Ciri sarati dati di posizione il 
fuoco e l’asse , e di grandezza il parametro prin- 
cipale : ond’ ella potrà facilmente esibirsi . 

3g6. Scol. Nel punto P della BP fallo l’an- 
golo RPH supplemento del dato RPS , e la PB 
metà di L , si elevino dai punti R , e P le per- 
pendicolari BD , PI) alle PS , e PR respcttiva- 
menle : e pei si congiunga 1’ incontro I) ili fase 

perpendicolari col dato punto S per mezzo della 
DS . Questa retta , come può raccorsi dal §.3<)*-» 
sarà 1’ asse della curva da descriversi 1 ', ebe dovrà 
essere una Parabola , un’ Ellisse , o un’ Iperbole, 
secondo che la PH sia parallela alla SDII , o 
pur siale convergente , o divergente . E questa 
geometrica soluzione dovea-i qui rapportare iu 
confronto dell’ analitica di già recata : e per 

far rilevare dell’ un metodo , e dell’ altro 1’ e- 
nergia . 
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P R 0 P. LX.XIII. T E O R. 

397. Se dagli estremi di due ramt di una 
Parabola distendami due tangenti ad essa curva ; 
la retta , che ne unisce il fuoco col concorso di quel- 
le due tangenti , dovrà dividere in parti uguali 
• V angolo compreso da' detti rami . 

La dimostrazione di questo Teorema può con- 
gegnarsi co’ principj indicali per 1 ’ Ellisse 167. 

§. 398. Corali. Dalla presente proposizione , c 
da ciò , clic si è dimoslrato ne’ §§. 3^9 , e 38 ? , 
si possono raccòrrò le verità seguenti, cioè a dire. 
Le tangenti menate ad una Parabola per gli estremi 
di una corda , che vi si distende per lo fuoco , si 
debbono incontrare in un punto della sublimità di 
tal curva : quivi debbono esse contenere un angolo 
retto ; ed oltre a ciò dee essere perpendicolare ad 
essa corda la congiungenle del fuoco , e del con- 
corso delle divisate tangenti . 


m 
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CAP. X. 

de' Cerchi osci-latori delle corte Coniche. 

LEMMA. 


§ Spc). Le cimature di due cerchi ineguali sono 
inversamente come i semidiametri di essi . 

Dimoslr. I raggi de" proposti cerchi si chiami- 
no R , ed r : e nelle loro circonferenze prendami 
due archetti infinitesimi ed uguali : esprimendone 
per <f> la lunghezza di ciascuno di essi , e per u , 
ed £ le respettive loro saette . Sarà chiaro per le 

geometriche nozioni (ai dover essere ai — « 

2R ’ 

i A 1 , 1 1 . 

ed £ = : e mundi u : s II — : - . Ma in 

21* R r 

due cerchi disuguali le saette di due archi mi- 
nimi ed uguali vi misurano le loro curvature ; la 
qual cosa è chiara di per se stessa . Dunque sif. 
fatte curvature saranno inversamente come i rag- 
gi de’ proposti cerchi . 

4 oo. De/, xxxvi. Un cerchio , che tocchi una 
curva dalla parte concava di essa, si dirà esserne un. 


(a) Se dall' estremo del diametro di un semi- 
cerchio si tiri una qualunque corda ; questa retta 
sarà media proporzionale tra V diametro e l' ascis- 
sa , che corrisponde all' arco troncatone da essa 
corda . Drop. 8 . El. VI, 
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cerchio osculatore , se quivi abbia la medesima di 
lei curvatura . 

§. .fot. Scoi. i. La periferia di un cerchio ha da 
per tutto un* identica curvatura : laddove questa 
suol variare ne’ diversi punti di ciascun’ altra 
curva , e deesi da suoi cerchi osculatori misurare. 
Cosi , per una comoda intelligenza di queste cose, 
se 1’ arco Mai ( fìg. 53. ) di una qualunque cur- 
va AMD sia infinitesimo , c da’ suoi estremi vi 
si conducano le normali MG , mG , che concor- 
rano in G ; il cerchio descritto col centro G in- 
tervallo GM sarà osculatore della curva in M . E 
si vedrà pure , che nelle curve coni Sw V oscula- 
zione di questo cerchio , e ’l centro di esso deb- 
ban trovarsi a parti opposte dell’ asse . 

4oa. Defin. xxwn. La locale de’ centri de’ 
cerchi osculatori di una curva suol dirsi V Evo- 
luta di essa curva . 

§. fo3. Scol. 11. Quella locale fu detta Evoluta 
dal chiarissimo Ugenio , perchè da una certa evo- 
luzione praticata in un filo, che le si adatti nella 
parte convessa , si può intender generala 1’ altra 
curva . 

5. 4°4* Scoi. in. Egli è chiaro da per se stes- 
so, che un cerchio, il quale tocchi una curva nella 
concava di lei parte (ii.Q, talor la seghi in più 
punii. Ed è poi concepibile , che senza cangiarne 
il luogo del contatto si possa talmente accorciare, 
o allungare il raggio di quel cerchio, che ivi 
pur nc concorra una delle dette intersezioni . 
Cioè a dire può talmente adattarsi nn certo cer- 
chio nella parte concava di una data curva , die 
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in un tal combaciamento infeudami raccolte tre 
intersezioni di queste due curve , o un’ interse- 
zione , cd un contatto. Or questo è per appunto 
quello , clic da’ moderili Geometri dicesi osett- 
laziune. Nè vale il sentimento del Leibnitz, che l’o- 
sculo debba consistere nella coincidenza di due con~ 
tatti , o di quattro intersezioni . Conciosiacchè , se 
ciò fosse vero , dovrebbesi coucbiuderc contro 
1’ evidenza , che niun cerchio osculatore di una 
curva conica potrebhcla altrove intersecare , per 
non potersi aumentare il numero quaternario delle 
intersezioni di queste due lince di secondo ordine 
(3tii) . Onde da queste ragioni , o da altre recate 
da’ Bemolli dovrà inferirsi , che nell'osculo siensi 
riunite tre delle anzidetto intersezioni (&) : «lie vi 

(b) U Illustre Giacomo Berti ulti , che sag- 
giamente ha ragionato de' raggi d' osculo , co^ì 
ne parla in due luoghi delle site note sulla Geo- 
metria di Cartesio . Coincidcntibus tri bus intcr- 
sectionum punctis , fulminìi sit, ut cìrculus Para- 
bolani , quam hoc casu osculavi dicilur , non lan- 
gat , sed sccet . E ciò crasi anche avvertito dallo 
Scolioten pag. 339- Comm. Cari. . Che anzi quel 
Geometra uvea detto anteriormente , fieri enim po~ 
test , ut radius circuii curvac sit perpendicularis, 
et tameu circulus hoc radio descriptus curvam 
non tangat , sed secet . Nempe si concursui dua- 
rum inlersectionum sive contactui terlia inlcrsc- 
clio accesserit , et sic quod osculum dici tur , *;1- 
feccrit . Dello stesso avviso è Giovanni Bermi li , 
cui fan ecco gli Analisti moderni , tra' quali con- 
vieti rammentar con lode i' insigne Sig. Lacroi x . 
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debban esser tre radici ugnali nel l'equazione , ebe 
siasi per tali ricerche instituila : e eh’ ella giusta 
i principi dell’ Hudden si possa moltiplicare due 
■volte di seguito per due qualsivogliano aritmeti- 
che progressioni , come si vedrà praticato qui 
appresso . 

PROP. LXXIV. P R O B L. 

4o5. Ritrovar l'Evoluta della Parabola AMD. 

( fig • 53 . ) 

Soluz. Sia MG il raggio d" oscolo in un punto 
M della data Parabola AMD , ed ei si chiami r. 
Da' suoi estremi M, e G si calino sull'asse AC di 
questa curva le perpendicolari MN , e GH . E 
compilo il parallelogrammo GN , si prenda nel 
detto asse 1' ascissa AS uguale alla metà del pa- 
rametro principale , che si dinoti per p . Ed 
oltre a ciò si esprimano per x ed y le coordi- 
nate AN , ed KM della Parabola data : e per 
v , e z le SII , ed IiG coordinate della richie- 
sta Evoluta . Sarà la sunnormalc KO = *-p , 1' a- 

scissa AN == £ , la SN = AN — AS = Jl 

P /’ 

— l-p , e quindi la QG = NH = SII — SN = r 

yl 

-'p . Ma per lo triangolo MQG rettan- 

golo in Q dee essere MG 2 = QG 3 -{- MQ 1 . Dun- 
que ne’ simboli di queste rette avremo I’Equaaione 

r- = v * -f- i/,* ~f- L- -j -pv— -* 3 + i*y\ elle 


7 
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ordinata rispetto ad y nducesi in quest' altra 
y*-—'Xpvy--\-npHy+p‘'\z i^+P+T/’-r^O A 
Ciò premesso, 1' Equazione A per avere tre radi- 
ci uguali ( b ) può moltiplicai'si due volte di se- 
guilo (4°4) per una progressione aritmetica . El- 
la dunque si moltiplichi primieramente per 4 > 3, 
2 . ì , o . E la risultante Equazione , che ridotta 
nelle ovvie maniere diviene 

y 1 — P v y 4- -J />** = o . . . . B, 
si moltiplichi |)er 1’ altra aritmetica progres- 
sione 3 , 2 , 1 , 0 ^ si otterrà iy" 1 — pv = o , 
cioè 3p.r — pv — o . E quindi ix — v . . . C 
E poiché la retta NH si è dimostrata uguale 

ad v 4 - '/> , riponendo in questo trino- 

mio i valori di già ritrovati del primo , e del 
terzo termine, sarà la retta NI1 ~ ax -j- ~p , e 
quindi Oli = M1 — NO = 2 x . Ma pe’ triangoli 
simili OHO , MNO sta OH : HO :: MN : NO, 
e ne’ loro simboli : : 2 r " \'px : ~ % p 5 ovvero 

pz 2 

z 1 ; fa' 1 ;; px : ^p z . Dunque sarà x* = — • 


(h) Un' Equazione biquadratica , che ubbia tre 
radici uguali , può avere la seguente implicita for- 
ma (y — 1') 3 (/ — f) ~ o . Sicché eseguendo le indi- 
cale operazioni potrà paragonarsi quest' Equazione 
all' altra A , e dal confronto de' termini analoghi 
di esse potrà conoscersi il rapporto delle v e z , c 
quindi i' Equazione aliti richiesta Evoltila , Un tal 
metodo benanche Cartesiano vedesi praticato da 
Ciò : Bermi Hi . 
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E perchè neh’ Equaz. C si è ritrovala a — -, 

2 ? 

5 « 

dovrà (e) essere v * = — -,p: a ...... D , 

eh’ e 1* Equazione della richiesta Evoluta . 

A l i t e a 

4°6. Si ritengano i simboli adottati qui so- 
pra . E poiché dee esserne GlI:HO;;MiX:NO pc’* 

v 2 

triangoli simili GHO , MÌNO , cioè z : v — - — 

P 

y3 

i: y '■ {p j sar “ %P* — v y — — ; e- quindi 

y* — pvy -f- ~/> 2 z — o E . Intanto si 

moltiplichi 1’ Equazione E termine per termine 
per la progressione aritmetica 3 , i , ì , o : e 
quella , che n' emerge, cioè 3 y* — pvy = o ... F 
si sottragga dalla primiera Equazione E . Si ot- 

1 

terrà in tal modo y 3 — -ì p"z , ed y — \ ~p 2 z . E 
sostituendo in F i rispettivi valori della y 1 , e 

(c) S' io avessi potuto usare la frase de' mo- 
derni Analisti , avrei detto : si differenza rispetto 
ad y 1' Equazione E : c poi dui maneggio di una 
tal derivata , e della medesima Equazione E vi si 
e limini la y . Ma col metodo di Hudden si è ot- 
tenuto altrettanto , Che anzi nell' un metodo e 
nell' altro suppongonsi costanti le v c z , onde il 
punto G , concorso di due prossime normali della 
Parabola , sarà nella richiesta Evoluta . Lo che 
intcmlusi benanche per la soluzione del seguente 
2’rublcrna . 
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della y , dovrà esserne — P v \tP' z — ° > c i°6 

■~pz — v^-Lp*:. E finalmente si avrà, come in D, 
—~pz* = v 3 . ... G . 

ib' 

4°7" Coro//. L’ Evoluta della Parabola coni- 
ca AMD è la Parabola Neiliana SGTì , ove i cu- 
bi delle ordinate (d) son proporzionali a' quadrali 
delle loro ascisse , e ’l suo paramelo nel nostro 

caso è — p . Inoltre quel punto dell' asse della 

Parabola conica , cbe n’ è distante dal vertice 
per la metà del parametro di essa curva , è il 
vertice della Neiliana , e quivi 1' è tangente 1' asse 
della Parabola conica . 

4°8- Scol. i. Quando da un punto dato en- 
tro una Parabola vuol condurlcsi una normale , 
si dovrà risolvere , come si è dello nel §. 30$ , 
la seguente Equazione y 3 — p[b — -j p)y — ^p?li~o , 
ove le b , ed li son le coordinate del punto dato. 
Se dunque vi si ponga v per b — •fp , e z per h r 
ella diverrà y 3 — pvy — [p^z—o. E moltiplicandola 
per la progressione 0 , 1 , 2 , 3 , si avrà , fatte 

., . , . . Spz • a Dp’z* 

le riduzioni, y = — , e quindi y* =z - - ,-r- . 

/(►> 1W" 

Intanto quell’Equazione cubica si moltiplichi per la 

progressione retrograda della prec: cioè per 3 , 2 ,i,o - , 

(d) Questa Parabola cubica fu detta Neiliana , 
perchè Guglielmo Neil acutissimo giovane Inglese 
fu il primo a rettificarla . 
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avremo 3 y ì — pvy—o , cioè y"=.~pv . E pareg- 
giando questi due valori della y* , si otterrà , fat- 

27 

te le riduzioni, v< J = — r-pz 2 ; eh’ è Ja medesima 
io r 


5q nazione all’ Evoltila della Parabola , ritrovata 
con questi altri facilissimi ripieghi . 

4°9‘ Scol. 11 . Ma in qual maniera dalla evo- 
luzione della Parabola Nciliana SGR si può con- 
cepir generata la Parabola conica AMD ? Un filo 
flessibile intendasi avvolto alla convessità della Para- 
bola Neiliana SGR, sicché un suo estremo cada nel 
vertice A della Parabola conica AMD , e 1" allro 
estremo R si fermi nel convesso della detta Nci- 
liana , ovunque ciò nc accada . Di poi si muova 
1’ estremo A di esso filo verso M , ed in modo , 
che svolgendosi da questa curva il detto filo , le 
sue parti di già svolte restino mai sempre tese , 
c ben dritte. Quel punto A dovrà in questa evo- 
luzione descrivere la Parabola conica AMD, il cui 
vertice n’ è il punto A , c ’l parametro il duplo 
di AS . E ciò basti per far concepire a’ giovani 
*il magistero di Evoluzione indicato nel §. 4°3 : e 
perchè mai la locale de* centri de’ cerchi oscula- 
tori di una curva siasi chiamata 1’ Evoluta di es- 
sa . Poiché il Problema , in cui sia data una cur- 
va , e vi si domandi quella , che si genera dalla 
sua evoluzione , è fuori del pomerio di queste mie 
ricerche: ed altri principi si dovrebbon qui chia- 
rire per isnodarlo con esattezza . Vedi Ugeuio 
Papi. IH, de Horol. O scili. 
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4 io. Dato il Quadrante ellittico AMD , ri- 
trovare l Equazione della sua Evoluta. ( Jig. 53 .) 

Soluz. Praticata la costruzione preliminare del 
preced. Problema, si chiami a il semiasse maggio- 
re AC del quadrante ellittico AMD, e il minore, 
cd e l’eccentricità di tal figurn. Inoltre sia x l'a- 
scissa CN , che nc corrisponde alla scmiordiuala 
MN : e per v e z vi si esprimano le corrispon- 
denti coordinate (ili ed 1IG dell’evoluta SGR di 
quel quadrante eli ttico . Sarà All = CA T — (ili 

~ x — v , NO = ~ (4 0 , HO — NH — NO 

= x — v — — — — — v ( 1 4 ) , ed MX 

a- a • 

= —\(a‘ i — x 2 ). Ma pe’ triangoli simili MA'O, 
a 

GHO stà MN : NO :: GII : HO , ed MN- : 
NO s ” GII 2 : HO 1 , cioè ne’ simboli di quelle 
rette 



Dunque da questa analogia potrei» ritrarne la 
sottoposta Equazione, die ho stimato doverla or- 
dinare rispetto ail x nel seguente modo 
e 4 x 4 — •ia~e"vx i -f-rt a (a-v--{-c'z s — e 4 )x 5 -j-2« 4 e I vx 

~—a 6 v- = o B 

Intanto l’Equazione B (4»4) s ' moltiplichi per 
la progressione aritmetica 3 , a , i, o, termine 

iti 
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per termine . E si facendo uc avremo quest’ altra 

Equazione 

4e 4 x 4 — 6a*e 3 ex * -f~ aa 1 ( a 1 v" -}- c 2 ; 2 — e 4 ) x a 
-{- a<i 4 e*rx = o C 

Clic divisa per i , e poi sottratta da B , ci darà 
per residuo 

— e 4 x 4 -J- a 2 <? 2 vx* -f- « 4 e 2 i>x — a°v' t — o . (H) 

Or questo residuo , come Ben si vede (a) , può 
dividersi per lo binomio e 2 x — a 3 j> : c’1 quoto n’ ò 
a*v — e?x 9 — o . Dunque sarà 



E sostituendo nell’ analogia A questo valore della 
v , ella si cangcrà nell’ altra 


c*r* 


/ * 
n *_ 


-X 3 ) 2 , 


a • a 

eli’ è sgombra di quella variabile , c può ridursi 

nella seguente Equazione 

, - a b c-z- „ „ a 2 J,c 2 : 2 

(a 2 — x 2 ) J =' ì— ; o a- — x- = — ■ y . . (E) 

e ce 

Ciò premesso, i due valori della x 9 , 1’ uno 

tratto dall’ Equazione D , e 1’ altro dalla (E) , si 

pareggino fra loro . Sarà 

„ «" 3 c'= 2 a- 3 « 2 i» 2 . 

a- — ■ — — Zi = — , e quindi 

e * e e Ve 


(a) Il binomio e 2 x — u ì v è un fattore stra- 
niero dell' liquazione (il), Imperocché supponendolo 
uguale a zero , ne verrebbe v — e*x : « 2 . E con- 
questo valore della v si distruggerebbe /’ analogia 
proposta in A . 
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*3<) 


_ */LlL + V 
“ V 


e » e • 

E se 1* Equazione F si elevi a cubo , si avrà fi- 
nalmente 


a’v* . ic’i 1 . „ 3 


+ 


+ 3cy 

s i*\3 


cioè 


e- / a 2 i»* c a s*\3 , , 

Ch' è l’Equazione dell’ Evoluta del quadrante* el- 
littico AMD . 


§. 4 1 1 . Cor. i. Da quest’ ultimo risultato si ri- 
leva , clic 1’ Evoluta di un’ Ellisse sia una linea 
di sest’ordine , la cui Equazione è di jiari dimen- 
sioni . 

Cor. li. Sebbene cotesta Evoluta sia 
una linea di un ordine più allo della Ciciliana , 
die , come si è dimostrato nella prec. Prop. , dee 
esser 1’ Evoluta della Parabola ; ella nondimeno 
polrebbesi costruire per mezzo di due Neiliane « 
Imperciocché i due termini del secondo membro 
dell’ Equazione F rappresentano due semiordinale 
di due diverse Parabole cubiche . Ma questo la- 
voro può eseguirsi da’ giovanetti , mentre un' al- 
tro di esso più generico, ed elementare -sarà reca- 
to nel seguente Problema . 

4 1 3. Cor. 111 . Supponendo la variabile : — a 

nell’ Equazione F , dovrà risultarne 1' altra 

e» e 1 

v = — . . E nc verrà l a s = , se nella mc- 

a c 


desima Equazione si faccia la v — o . 

4 1 4 . Cor. iv. Dunque la terza proporzionale, 
che si ritrovi in ordine al seminai; maggiore ed 
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all ’ eccentricità d’il' Ellisse , dovrà dinotarne la 
massima ascissa del!' Evoluta di un cjuudrantc el- 
littico . Ove la massima ordinata sarà un' altra 
lena proponi viale dopo il semiasse minore , e 
r eccentricità suddetta E queste fine illazioni son 
concordi a quelle, die il chiarissimo Ugenio pro- 
pose in altri accenti , e senza dimostrarle . \ etl. 

p t'O p . X de Ilorol Osci Hat» 

{ i5. Cor. v. L’ Evoluta di un quadrante el- 
li'tico dee incontrare il semiasse maggiore in un 
punto sottoposto al vertice di esso per la metà 
tl 1 parametro principale . Imperocché togliendo 
dal semiasse maggiore a il valore della massima 

e 3 

ascissa , il quale si è dimostrato esserne — - , il 


residuo sarà — — — lp- ^ c ^' §§•* 1 e 7 8 * 

t j - a * a % 

%. 4 iG. Scol. Quest’ Evoluta , eh’ c una curva 
della Natura (a), meritava d’ essere adeguatamen- 
te conosciuta da’ Geometri , e cou ugual chia- 
rezza a’ Giovani conferita . Ma pure , eh il cre- 
derebbe ! r illustre Ugenio , poiché ebbe intro- 
dotte in Geometria 1’ Evoluzioni delle curve , fe- 
cesi a specular minutamente l’Evoluta della Pa- 
rabola , e quella della Cicloide Gallicana ; e pas- 


(.,) Non essendo la nostra Terra di forma sfe- 
rica , ma ara Sfroide compressa ne' Poli ; le di- 
rezioni de' gravi , che son posti in uno stesso me- 
ridiano terrestre , non dovranno convergerne «/ suo 

centro , ma esser tangenti dell' Evoluta dell'El- 
lisse generatrice di quel solido . 
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«andò di volo per le altre due curve coniche c’ in- 
dicò solamente , che le loro Evolute eran linee 
di 0.° ordine , e di pari dimensioni . Il sommo 
Newton divinando, coin’ io in’ immagino , i cal- 
coli Ugeniani , ed altri di propria avvertenza di- 
stendendo , ci avvisò esser cotesta calefazione 
assai inviluppata (A) senza più dire . Ed i Bcr- 
nulli , 1’ Ospitale , ed altri illustratori di que- 

sta Teoria , si ritenner finanche dal considerarle. 
Or io avendo cerche a tal uopo varie orditure di 
climi nazioni ( in die consiste il principal nodo del 
Problema ), una ne rinvenni assai agevole: dipen- 
dendo da due sole operazioni elementari , cioè 
dalla sottrazione di un Polinomio da un altro , e 
dalla divisione di un quadrinomio per un bino- 
mio . E questa ho qui all’ intelligenza de’ giovani 
adattata: e potrà loro esser di guida nell’ indagar 
P Evoluta dell’ Iperbole . Intanto io qui nc ag- 
giungo , qual nuovo fregio dell’ argomento , che 
1’ Equazione della delta Evoluta oltre ad esser 
di 6.° grado , e di pari dimensioni sia identica 
sì nella forma , che nella genesi all’ Equazione di 
una certa curva escogitata da Gio: Bcrnulli : ch'è 
quella , clic vien continuamente toccata da una 
retta data di grandezza , la quale vada striscian- 
do co’ suoi estremi ne’ lati di un angolo retto . 
Infatti chiamando a quella retta , e z un' ascissa 
presa in un di que’ due Iati dell’angolo e dal suo 


(b) Così parla il sommo Newton Opti se. II. iU 
Serieb. in/, cc. : sed ca computatio ( iti Elhpsi 
n» Hyperbole ) crit satis perplexa . 
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vertice, ed esprimendone per v la sua ordinata, la 
detta Equazione dovrà nascere , come quel Geo- 
metra 1’ ha dimostralo , dallo sviluppo dal seguen- 
te pareggiamento a xx. ^ rin* -j~ ^ as 5 , che con- 
formasi all’ Equazione F del §. precedi ntc . Ve- 
di Gio: b'ernulli Voi. I. pag. 5 j. , e Voi. III. 

pog. 448. (c) . 


PROP, LXXVI. TEOR. 


§■■{ 17. Il Raggio d' osculo in un qualunque puri* 
lo di una curva conica è sempre uguale al cubo 
della corrispondente normale diviso per lo qua- 
drato del se mi parametro principale . ( Jìg. 53 ) 

Dimostr. Cas.i. Nella Parabola si è dimostralo 
(}o 5 ) esser la retta OH uguale a 2x. Dunque la 
Nli , o la sua uguale OG dovrà pareggiarne il 
binomio ln + 2.X. Ma po' triangoli simili MNO, 
MQG sta NO : QG ;; MO : MG , o ne’ simboli 
di queste rette -7 p \\p-\-ix ’. ‘. V(/ r +TP 2 ) '• MG . 
Dunque sarà il raggio d’ osculo 


(c) I' Evoluta di questa curva /’ è anche una 
linea di G.° ordine di pari dimensioni : e tale nè 
ancora la Caustica circolare per riflessione , ed 
altre non poche . Ma la curva nata dall' indicato 
movimento di quella retta non solo t 1 fornita di un' 
Equazione pari/ orme alla nostra Evoluta , ma vi 
i si deriva nello stesso modo . 
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ai 3 


MG = 


(/,r+4/>0 ; 


Cas. u. Nell’ Ellisse ( 4 io) poi si è dimostralo 
esser la retta 

e*x 3 . .. . n*r — e-x 3 

v == - — r-, e quindi la i\il=x — v ~ - 

a* a 

Ma pe’ triangoli simili MNO , MQG sta ÌNO : 

QG “ MO : MG , o ne’ loro simboli 

c' 2 * « 4 .r — e 2 x 3 c ,/ . e*.r 2 \ 

_ r — — :: - ) : MG 

= — (*-«*)* 
oc \ a 2 / 

Ed è poi 'chiaro 1 da per se stesso , che sia 

i c* c 4 

=s — -• : — . Dunque sarà il raggio d’ osculo 

rrs» /* 5 /I* 1 ° V 



Cioè quanto ih cubo della normale ( indicato dal 
numeratore (46) di questo fratto ) diviso per lo 
quadralo del semi parametro , che ne vieti espres- 
so dal denominatore (78) • Eo che più chiara-* 
mente si osserva nella forinola P della Parabola . 


Cas. 111. Una consimil forinola può nello stesso 
modo ritrovarsi per 1 ’ Iperbole : onde general- 
mente potremo concluderne quello, elio si è pro- 
posto nel Teorema . 

4 18. Cor. 1. La forinola P con porvisi la 
aureo degenera in quest’ altra (— p" : -p 2 , cip 

M / 4 

è quanto ~p . E se nella forinola Q vi porremo 
1» i = a , ella dovrà ridursi nella seguente 
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^ a- — : tic, cli’è uguale ad ^c s : oc, 

cioè a c 5 : n , o aJ -fp (78) . 

tj. 419 Cor. il. Il raggio d' osculo , clic si ap- 
partiene ad un de' vcrt'ci principali dell' Ellisse , 
o dell' Iperbole , o a quello della Parabola , dee 
sempre pareggiarne il semi parametro pi itici pale 
delia cu va . \ id. i ((§. 4°7- 1 4*5* 

4 ìo. Cor. m. Ed i raggi d~ osculo , che cor- 
rispondono u diversi punti di una stessa curva 
conica , saranno in triplicala ragione delle norma- 
li corrispondenti . 

PROP. LXXVII. P R O B L. 


fai. Data una curva conica AML , descri- 
verne per assegnazion di punti la sua Evoluta 

( f‘S • 5 4 ) • 

Soluz. Ad un qualunque punto INI della curva 
AML , che sia una delle Ire curve coniche , si 
tiri la normale MR , cui si elevi la perpendico- 
lare RC dal punto R , ov* ella ne incontra 1’ asse 
AN . E poi dal punto C , eli’ è il concorso del- 
la delta perpendicolare col ramo EM corrispon- 
dente a quel punto , si alz.i la perpendicolare CE 
ad esso ramo , la qual si protragga , sin che ne 
incontri in E la detta normale . Dico il punto E 
doverne appartenere alla richiesta Evoluta . 

Dirnostr. Dal punto R si ablmssi la RO perpen- 
dicolare alla MF . Sarà ME : MC :: MR : MO. 
Ma per la 8. El, Vi. sta ME : MR II M£^ . 
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MR3 

MC 9 ::MR a : MO J . Dunque sarà ME = . , — : 

M kj ~ 

cioè quanto MR* : ^p 1 i per esserne AIO uguale 
ad ~p . Onde per la Prop. precedente il punto 
E dovrà appartenere all’ Evoluta della curva co- 
nira AMD .• 

4'ì'».. Cor. i. Quantunque sia una linea di 
Sest’ ordine P Evoluta di un’ Ellisse , o di un’ I- 
perbolc ; ella non pertanto può descriversi con 
un semplicissimo artifizio elementare . Nè quin- 
di dalla semplicità della genesi di una curva do- 
vrà dedursi quella dell’ Equazione di essa . 

4»3. Cor. il. E di qui potrà risolversi ben- 
anche con principj elementari il seguente impor- 
tantissimo ( a ) Problema . Descrivere una curva 
conica , che abbia il dato punto F per fuoco , e 
che tocchi nel dato punto M la retta MP , aven- 
done quivi una data curvatura . Si unisca la retta 
AIE , cui si elevi dal dato punto AI la perpendi- 
colare AIR , che si protragga in E , sin che di- 
venti uguale al raggio di quella data curvatura . 
Di poi dal punto E si abbassi la retta EC per- 
pendicolare alla A1F , incontrandola in C , e dal 

(a) Il Problema inverso delle forze centrali 
nella vera ipotesi della gravità dipende da questo 
geometrico Problema . Infatti il gran Newton ri- 
duce quel Problema Astronomico al seguente geo- 
metrico . Nam dalis umbilico , et puncto conta- 
ctus , et posilione tangenlis , describi potest. so- 
dio conica , quae curvaturam dalnm ad punctum 
illud habebit . Princ. Malli, Lib. I. Prop. i ?>. 
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punto C si meni 1’ altra CR perpendicolare alla 
MIC . Jl punto II starà nell' asse della richiesta 
curva. E '1 Problema potrà riso bersi per la Pro- 
pos. LXXII. 

CAP: XI. 

DELLE DIMENSIONI DELLE CfRVE CONICHE 4 

PARTE I. 

t 

Prenozioni dell’ Argomento * 

\i\. Il Metodo , cui mi sono attenuto m 
quest' Opera , m* induce a dover discutere le di- 
mensioni dello curve coniche con principi anali- 
tici elementari , come quassù mi è riuscito misu- 
rarne le curvature . Ond' io a tal fine qui pre- 
metto alcuni Lemmi geometrici , e di poi propon- 
go quelle dimensioni in forma di Teoremi , che 
gioverà produrli colla frase de’ Geometri antichi, 
e poi colle forinole analitiche de’ moderni . Ac- 
ciocché per 1’ un mezzo s’ ing neri un nilor di 
scienza nell’ argomento , e per 1’ altro ci riesca 
facile il poterlo alla pratica adattare , o a risol- 
ver que Problemi , che ne dipendono . 

LEM M A I. 

§• Se le due curve AM3Y , AQÌV rappor- 

tate al comune asse AP sien tali , che le ordina- 
te A M , ed KQ corrispondenti ad una medesima 
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ascissa AN sieri sempre n Ila costante ragione di 
m ad n ; anche le di tte aje AMN, AQN dovran- 
no essere in ijuelLa ragion costante di m ad n . 

Ed aggirandosi le aje AMN, AQN con perfetta 
rivoluzione intorno al comune laro asse AP , i So- 
lidi generali da esse saranno in duplicata ragione 
di m ad 11 , cioè conte m 2 ad n" ( fig 55 ) . 

Dimostr. Pari. 1 L’ ascissa AN intendasi di^ 
lisa in un qualunque numero di particelle ugua- 
li , èinscuna delle quali si chiami a: c le ordina- 
te , che nella curva AMN corrispondono a’ pun- 
ti lf , p , <7, ctc. dell’ indicata divisione, si espri- 
mano per le s , z' , z* , ctc. Laddove quelle dell’ 
altra curva AQN si dinotino per y , y , jr" , eie. 
rispellivanieute . Sarà, come n’ è chiaro, uzieyli 
z : y \ m : n . E cosi pure a;’ : ttf \ \ m : n , 
uz : uf" " m : n , ctc. Dunque per la 12. El. V 
dovrà essere 

OJi '+ etc : »v -j- *>y '~ f a ty '+ etc ; J m : ri. 

Ma i primi degl’ indicati rettangoli terminano 
nell’ nja curvilinea AMN , e gli altri nell' altra 
AQN : lo che dee esser chiaro per gli Elementi . 
Dunque sarà AMN : AQN 1‘. m : n. 

Pari. II. Inoltre i cerchi , che colla proposta 
rivoluzione vcngofisi a generare dalle ordinale’ 
NM, ed NQ, sono in duplicala ragione di queste 
rette , cioè come m" ad n 5 . E lo stesso dee va- 
lere per le altre delle già dette ordinale . Dun- 
que colla guida della precedente dimostrazione 
potrem benanche concluderne , che il primo de* 
proposti Solidi stia all’ altro , come m~ ad n‘ , 

5. Vrfin. XiXYin. Se da un punlo di tuia 
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curva conica si tiri la semiordinata all’ asse , in- 
torno al quale si aggiri con perfetta rivoluzione 
il trilinco terminato dalla detta scmiordìnata, dal- 
la sua ascissa computatavi dal vertice , e dall’ar- 
co, eli* è in mezzo a tali rette; si chiamerà ( o- 
noiile il Solido generato in tal modo . E cp’esta 
Conoide si dirà ellittica , iperbolica , o paraboli- 
ca , secondo che quella curva sia un' Ellisse , un’ 
Iperbole , o una Parabola . 

§. 4 a 7* Defin. xxxix. Una semielli'se termina- 
ta dall’asse maggiore , e dalla metà del perime- 
tro di essa se mai si aggiri con perfetta rivolu- 
zione intorno al «letto asse ; il Solido j «he vi sr 
genera , si «lira Sferoide . E se una gemici. isso 
terminata «lall' asse minore, e benanche dalla me- 
tà del perimetro si aggiri con perfetta rivoluzio- 
ne intorno all’ asse minore , dovrà dirsi òferoide 
schiacciata , o depressa il Solido , che n’ è gene- 
rato in tal modo . 

4^8 Defili, xi.. Un’Iperbole, che si aggiri 
con perfetta rivoluzione intorno al suo a«se con- 
jugato , produce un Solido , che suol tiirsi Cilin- 
droide . 

4 2 9- Scol. L* asse «li rivoluzione nella prima 
delle indicale Sferoidi «’■ 1' asse maggiore dell’ El- 
lisse generatrice «li un tal Solido, e nell’altra n’ è 
il minore. E perché quella conformasi ad un uo- 
vo , e questi» ad un’arancia , la prima convenevol- 
mente fu detta Sferoide o Sferoide allungata , e 
1' altra poi Sferoide compressa , o schiacciata . 
Ma conducendo nell’ Iperbole MAK ( fig 5(>. ) 
1' ordinata rettangolare 3IK, c compiti i paralle- 
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logrammi NF ed N/" dalle coordinale de’ punii M, 
e K , perchè mai chiamasi Cilindroide il Solido , 
che nasce dal rivolgerne inlorno all’ asse couju- 
gato FC.f della della curva lo spazio misliliuco 
IUF/K.AP Questo Solido ha j>cr sue hasi due cer- 
chi uguali e paralleli, che son quelli de’ raggi /M 
ed / K , ed e cinto dilli superfìcie cava generata 
dalla curva MAK. colla proposta rivoluzione: onde 
per una certa conformità , eh' ei tiene al cilindro 
retto , ha potuto denominarsi Cilindroide . Ma 
eccone alcune principali conseguenze del proposto 
Lemma quassù recate jn forma di Teoremi . 

43o. Teor. L' Lllisse s(a al cerchio circo - 
scrittole , come /’ asse minore al maggiore . Ed 
una Sferoide sta alla sfera benanche ad essa cir- 
coscritta , in duplicata ragione dell' asse minore al 
maggiore ( fg- 3. ) . 

JJirnostr. Il semiasse maggiore del la proposta 
Ellisse si chiami a , il minore c , ed x sia una 
qualunque ascissa CR computatane dal centro in 
sull’ asse . Sarà per 1’ Ellisse la scmiordiuala 

RP — — x *) , e per lo cerchio la semior- 

dinata HAI = V( rtI — *’) • Ma da quest’ espres- 
sioni ben si comprende esserne RP : RM c : < 1 , 
ed RP 3 : RM* :: c 1 : «* . Dunque per lo pro- 
posto Lemma sarà vero il Teorema . 

§ 43i. Teoh. Se le due Iperboli AMN, ARN ab- 
biano un medesimo asse principale , e dijf reati assi 
conjugulì) (flg.56) il tri li neo iperbolico AMN com- 
preso ila le due coordmutc rettangolari AN ed 
ISM e dall' arco AM starà ad un consimil triti - 
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neo ARA , che con quello abbia la medesima a- 
scissa A A , come /’ asse con j agata della prima I- 
perbole all' asse conjagato dell' altra . lì il in du - 
plica ta ragione di questi due assi saran fra lo- 
ro le Conoidi generate da' detti t rilinei AMN , 
ARA . 

Dimostr. Si cliiami a il semiasse principale fieli’ 
una Iperbole, e dell’ allra : c per c, c y si di- 
notino i scorassi coniugali delle dette Iper- 
Loli AMA , All A . Inollre sia x la comu- 
ne ascissa CA computatane dal centro , Sarà 

MA = ^VO 1 — a‘) , cd IIN = - VC*" — a-) : 

E dovrà stare MA : RAj;c : y , cd MA 3 : lì A ;; 
c" : y* . Onde pc ’l proposto Lemma si condiiu- 
dcrà il presente assunto . 

(J. 43a. fi: or. Se le due Iperboli MP cd RS si 
rapportino ( fig. 5 7 ) a' medesimi astiatoti rettan- 
golari CL , e CQ , ed in esse conducami due qua- 
lunque ordinale A R , e QS ; sarà il quadrilineo 
iperbolico AMPQ all' altro ARSQ , come la po- 
tenza della prima iperbole alla potenza dell' ultra. 

Dimostr. Si ponga 1’ ascissa CA = x , la po- 
tenza della prima delle indicate iperboli ugnale 
ad *e 3 , e quella dell' altra uguale ad -j « 3 , dovrà 

e** 

(a05) essere 1" ordinata AM = — , e 1’ altra 


AR : 


c si conoscerà intuitivamente esserne 


AR 


AM : AR ;; ^e 3 : ^-r 3 : e da ciò potrem con- 
tliiiidernc I’ assunto pe ’! proposto Lemma, 

(33. Dejin. ili. in una curva conica se cia- 
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«cuna semiordinala rettangolari' si protragga oltre 
del!’ asse , finché la parte prodotta ne pareggi la 
normale corrispondente ; questa nuova curva rap- 
portala al detto asse si dirà Scala delle normali 
della prima curva . 

\i\ Scol. La stessa definizione potrchhq 
convenevolmente adattarsi ad altre curve . Ma ho 
voluto qui restringermi alle sole curve coniche 
per ragion di Metodo : c perchè in queste si av- 
vera , che le Scale delle normali loro sicn puro 
linee di second’ ordine , come si vedrà ug’ se- 
guenti Teoremi . 

§. 4-15. Teor. La Scala delle normali di una 
data Parabola è una Parabola di un identico pa- 
rametro , la quale tiene il sito vertice cd il fuoco 
nel punto di sublimità c nel vertice della Parabo- 
la data rispettivamente . 

Per la dimostrazione di questo assunto vedi il 

$. 33a. 

(J.43G. Teor. La Scala delle normali di una data- 
Ellisse n' è un'altra Ellisse, che ha di comune col- 
la prima curva il centro e l' asse minore , e lieti 
per asse maggiore la terza proporzionale in ordino 
alla distanza de' fuochi , ed all'asse maggiore del- 
la data Ellisse . 

Dimostr. Imperocché chiamando s una scmior- 
dinata di questa Scala , ed indicando nelle solite 
maniere le coordinale rettangolari deU'Eilissc dq- 
ta } si avrà ({6) per la detta Scala 1’ Equazione 



che apparlicnsi ad un’ Ellisse , che lieuc il semi- 


I 
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asse minore ugnile a c , e 'I maggiore uguale ari 
a~ : e , cioè la terza proporzionale in ordine all* 
eccentricità , ed al semiasse maggiore della data 
Ellisse. Onde l’asse maggiore di quella Scala sa- 
rà terza proporzionale dopo la distanza de’ fuo- 
chi , e 1’ asse maggiore della da ! a Ellisse . 

§. 4-^7 • Teor la Scafa delle normali di una 
data Iperbole è un' altra Iperbole , che ha di co- 
mune colla prima cu: va il centro e l'asse seconda- 
rio , ed ha poi per asse principale La terza propor- 
zionate in ordine alla distanza de' fuochi , etl all' 
asse principale di quella data Jpei buie . 

Dimoslr. Qui potrebbesi colla guida dell" Ellis- 

«e , e col §. ai5. dimostrare , che sia z" — — 

a~ 


/ e^x' 1 \ „ e 1 / « 4 \ 

{— “) = c * ^ V' 

e vi si conchiuderà nello stesso modo il presente 
assunto . 


438. Teor. La Scala delle normali Ji una 
data Iperbole riferita all' asse secondario è un' al- 
tra Iperbole , che ha di coni une colla prima curva 
il centro e l'asse principale , e lieti per asse secon- 
dario la terza proporzionale in ordine alla distan- 
za de' fuochi , ed all' asse secondario d ila data 
Iperbole . 

Dimoslr. La normale MD dell’ JperLole Al\l 
( fig 3<i. ) si prolunghi insino al semiasse secon- 
dario < 'lì . Ed abbassate dal plinto M le perpen- 
dicolari MN , ed MS sugli assi conjugali di delta 
curva , si ponga CS=NM=a:, MS =: <JA — , e 

poi CA=« , Cll=c , eccentrici là = e . Sarà , pe’ 
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triangoli simili DNM , MSE , DN : KM j; MS : 


SE , cioè — r y : x ” y : SE = 


a *.r 

~ 


Onde f 


per esserne ME* = MS* - 4 - SE 2 , avrassi 


ME* ~ — (** + c*) + 


-j- a* 


ponendovi e* per « 2 -f- c 2 . Se dunque , si i h>ami 
X la normale ME , si avrà per la proposta Scala 

la seguente Equazione z 1 = a 1 X •—+ 

E da ciò può conchiudersi 1 ’ assunto . 

$• 439- 1 Eon. La Scala delle normali di un'El- 
lisse rapportata all' asse minore è anche un' Iper- 
bole , che ha per asse principale t' asse maggiore 
dell' Ellisse , e per asse secondario la terza propor- 
zionale in ordine alla distanza de' fuochi dell' El- 
lisse , ed all' asse minore . 

La dimostrazione di questo Teorema può farsi 
sulle orme di quella del precedente . Ma non per 
tanto gioverà qui recarla distintamente. Per la qual 
cosa ad un punto E dell’ Ellisse ALB ( fig. 5. ) 
conducasi la normale E/ che incontri in f 1’ asse 


minore di tal curva , ed ella si chiami 


Dipoi 


compito il parallelogrammo EDCII dalle coordi- 
nate CD , DE di essa curva, si ponga CH= DE 
= X , ed EH = y . Sarà D V : DE ;; EH ; \\f 
pe’ triangoli simili EDV , Ehi/’, cioè ({{) 


y 


H/= ~ . 

c* 


Ma si sa dal §. 72 esserne HE 1 = (c* — a- 2 ), 

e*J è poi noto dalla Geometria, che siane E/" 2 — F, f(- 


»7 
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II/ 1 . Dunque ne’ simboli di queste grandezze 
avremo la seguente Equazione 


= 7l(' 


) + 


c ' ■ ■ c 

E , xiduccndo cotesti termini col porvi c a per 
. — c a , si avrà quest’ altra Equazione conforme 
a quella del §. 438. Cioè 

*■=•* x ■£■ (**+£) • 


LEMMA II. 

44°- l a Figura curvilinea AQN si aggiri 
con perfetta rivoluzione ( fig. 55. ) intorno al suo 
asse AN ; la superficie del Solido , che vi si gene- 
ra , dovrà stare alla corrispondente aja ABKN 
nella Scala delle normali (a) , come la periferia di 
un cerchio al suo raggio . 

Dimostr. L’ ascissa A N intendasi divisa in un 
qualunque numero di particelle uguali Rp,pq , ec. 
ciascuna delle quali si chiami ai ‘ e le ordinate N Q» 
pii , <jiS , ec. della curva AQN corrispondenti a' 
punti N , p , q , ec. della divisione si esprimano 
per le y , y , y* , ec. : laddove quelle dell'altra 
curva aKN si dinotino per le X, X', X", ec. re- 
speltivainente . Inoltre nella prima di queste due 

(a) l lati opposti AB , Mi del quadri lineo 
mistilmeo ABKA p. ssano po' punti estremi della 
cuiva A Q . Ed in ò consiste la corrispondenza 
di quell' aja a questa curva . 
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curve si tirino la normale QP , e la tangente QF 
dall’ estremo dell’ ordinala NQ : e la QF incon- 
tri in F la prossima ordinala pii . E lo stesso in- 
tendasi praticato ne’ punti R , S , ec. E poi si 
chiami e la prima tangente QF : ì la seconda IlO: 
<* la terza ec. E finalmente si dinoti per « la se- 
micircoEiferenzn del cerchiò del racgio I. 

Ciò posto, i due triangoli rettangoli QFE, PQN 
sono equiangoli per avere uguali i loro angoli acuti 
QFE , PQN : poiché ciascuno di questi forma un 
retto coll’angolo EQF. Dunque sarà QFiFEltQP: 
QN , e ne' loro simlioli t : u II X : y ;j 2 <rX : 
air y : onde dovrà essere iicey — a»o»X . Or nello 
stesso modo può dimostrarsi, che sia 'XTttj'xx 2 »wX% 
r= jiw\* , e così più oltre . Dunque sarà 
4<'y+?/e.) = 2 »w(X-j-X'-(-X"-f-e/c.), e 
quindi -j-£*V'-}-e/c.):«X-|-ttX'-f-4k>X*-f-e/c:: 

2r : i . Ma , passando da queste grandezze a’ loro 
limiti , ben si vede, clic il primo termine dell’ ad- 
dotta analogia debba dinotarne la superficie del 
*olido generato dalla curva AQN nel proposto mo- 
do , e clic il secondo vi disegni 1’ aja ABKN nella 
Scala delle nomali dell’ anzidetto curva . Dunque 
s arà la superficie del proposto Solido a quella cor- 
rispondente aja nella Scala delle normali , come la 
periferia di un cerchio al suo raggio . 

44'. Corali. 1 . L’espressione dell’ aja ABKN 
nella Scala delle normali della curva AQN si ri- 
solva ne’ due fattori lineari sjc, e $> , i quali sicno 
due qualunque funzioni algebriche , o trascendenti 
dell’ ascissa x , cioè dell' AN : e si dinoti per « : 1 
il rapporto della semicircoufereiiza di un cerchici al 


Digitized by Google 


*56 Trattato Analitico 

suo raggio , o della circonferenza ni diametro ( il 
quale Simbolo sarà costantemente adoperato qui 
innanzi ) . Sarà ((nella superficie di rivoluzione u- 
gualc a mX ABKN = 2:rX'4' 1 ?'- 

tj. fg\i. Cor. i!. E quindi la superfìcie del pro- 
posto So ido sarà uguale ad un cerchio, il cui rag- 
gio è medio prt politonale traile due linee avjz, e tf>. 
Poiché chiamando K una tal inedia proporzionale 
sarà quella superficie uguale a wlì 1 , cioè pe’ Teo** 
ri ini di Anhinicde quanto il cerchio del raggio R. 

•s". Cor. in. Le due curve AQB, AVL rap- 
portato* ( fig.G'i. ) al comune asse CB ahhian sem- 
]>ie uguali le normali QT , ed VS corrispondenti 
ad una comune loro ascissa CN . Sa rati pure u - 
guati le supcrjicie generate da corrispondenti ar- 
chi AQ , ed AV , quando questi siensi rivolti in- 
torno a quel comune asse . 

LEMMA III. 

H \- Se le ascisse AB, AC , AD , etc. della 
Paratola Al B sic no coni imamente proporzionali 
( fìg 58. ) , e poi dalle loro semiordinate BF , 
Ct. , LI! , etc. , e dalie differenze delle dette a- 
scisse si compiano i parallelogrammi BK , Co , 
Le , etc. ; anche questi spazj saranno continua- 
mente proporzionali . 

E lo stesso dovrà dirsi de' parallelogrammi MR, 
3VL , SP , etc. , che si compiano nella parte ester- 
na della medesima Parab da . 

Diniostr. Le proposte ascisse AB, AC, AD, ec. 
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si chiamino x, x , j* , cc. : le loro semiordinate 
BF, CG, DII, ec. si dicano y, y, ec. : e per le 
tu , tu , tu*, ec. si disegnino le differenze successive 
delle dette ascisse, cioè le BC, CD, DE, ec. Sarà 
chiaro per la Geometiia («) , che le tu , a', tu' ec. 
debbano essere proporzionali alle x, a, a , ec. ,0 
a’ quadrati delle y, y', y % , co. E per la natura dilla 
Parabola potrà immantinente dimostrarsi , che an- 
che le y , y' , y “, ec. sieno continuamente propor- 
zionali . Inoltre sia <p l’angolo ABF delle, coordi- 
nate della Parabola proposta . Saranno i paral- 
lelogrammi BK , Co , Dv , ec. rispettivament vi- 
gnali alle seguenti grandezze tuy. 6<»<p, tuj' fen tp , 
ec. Onde sarà BK : Co tuy . sen .<f> : t'j' sen.^> ; ; 
tuy : tìy' Il ( y )* : (y') J , sostituendo alia ragio- 
ne di tu ad tu quella ili (j*) 3 ad ( yp . E sarà 
pure, adoperando mi simil ragionamento, Co : De;; 
O"') 3 • 0*) J t e così più innanzi . Dunque i pa- 
rallelogrammi BK , Co , De , ec. saranno in tri- 
plicata ragione delle loro basi BF, CG , DII, ec. ; 
e quindi cjuclli al par di queste dovranno essere 
continuamente proporziouali . 

Pari. II. Qui sopra si è dimostrato , che le sc- 
miordinatc BF , CG , DII , ec. o le loro uguali 
AM , AN , AS , ec. sieno in una continua pro- 
porzione . Dunque , distendendo la dimostrazione 
di questa seconda parte colla medesima guida del- 
la prima , potrem raccòrrò , che i parallelogram- 
mi MB , KL , SP , ec. sicn pur essi come i tu- 


(a) Essendo AB : AC ;; AC : AD , sarà per 
la i Q . Et. E. BC : CD ;; AB : AC . 
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Li delle delle semiordinale , e con ciò continua» 
mente proporzionali al par di queste rette. 

/f{5. Cor. i. IN e 1 1 a prima parte del presente 
Lemma ho dimostralo , che sia BK : Co ” BF J t 
CG* , e nella seconda che debba stare 1VJR : NL;; 
Bl' * : CG J . Dunque sarà BK : Co ;; JNJR : NL f 
e permutando BK : MR Co : NL . Or 8 unii» 

niente può couchiudersi , che stia Co : fliL !J 
Bv : SP , e cosi più oltre . Quindi è , che per 
la ìa. El. V. potrà inferirsi , che stia BK-f-Co-f* 
Ds-fetc. : MR-f-NL+SP-fetc. :: BK : MR (ò). 

§. 4‘{6* Cor. ii. Le coordinate AB e BF della 
Parabola proposta sien rettangolari , e lo spazio 
Parabolico ABF si aggiri con perfetta rivoluzio- 
ne intorno all' ascissa AB , generandone una Co- 
noide parabolica . Potrà dimostrarsi , come si è 
praticato in questo Lemma , che la somma de’ 
cilindri inscritti in una tal Conoide debba stare 
alla somma degli anelli cilindrici ad essa circon- 


,(b) Il Teorema , onde ritraggonsi le dimostra - 
sioni Fermazianc per le quadrature , vita propo- 
sto dal sagace Horsley nel seguente modo . Se le 
grandezze a , b , c , d , etc. sieno continuamente 
proporzionali, e ciascuna di queste ragioni pa- 
reggi quella di m ad n, sarà la massima alla som- 
ma delle rimanenti come m — n : n . E ciò vuol 
intendersi , quando la minima delle dette gran- 
dezze sia evanescente ( iq. El. V. ) . Ma la qua- 
dratura della Parabola si vedrà qui appri sso rap- 
portata con altro torno di ragioni , e col metodo 
de' limiti . 
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scritti , conffe il primo di que’ cilindri al primo di 
questi anelli; cioè come il cilindro generatovi dal 
rettangolo BK. all’ anello , che vi genera il ret- 
tangolo RM coll' anzidetta rivoluzione . 

(j. 447- Coi', m. Se le ascisse x , x , x*, etc. 
della curva ABF sieno come le potenze n delle 
loro semiordinate y , y , jT , etc. , e quelle si 
suppongan pure continuamente proporzionali ; i 
parallelogrammi , che compionsi dalle y,y',y', etc. 
• dalle differenze di quelle ascisse , saran Benan- 
che in una proporzione continua : lo che può di- 
mostrarsi , come si è dianzi praticato (c) . 


(c) Le verità di questi tre Lemmi sono anche 
applicabili a curve diverse dalle coniche : onde 
giustamente potremo chiamar Lemmi queste Pro- 
posizioni preliminari . 


/ 
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PARTE II. 

Delle dimensioni dell’ Ellisse . 
DROP. LXXVIII. T E O R. 

tj. f'|8. Se si chiami a il semiasse maggiore 
di un' Elliss ’ , c il minore , ed esprimendo per x 
cd y le coordinale di un punto di questa cueva , si 
dinoti per 9 un arco , la cui tangente trigonometri- 
ca sia . lo dico , che conducendo da quel 
ex 

punto un' ordinata all' asse , debba essere il seg- 
mento ellittico troncatone da questa retta verso il 
vertice vicino della curva uguale ulta differenza del 
rettangolo delle dette coordinate da quello de' se- 
miassi moltiplicato per la ragione dell' arco 9 al 
raggio . 

Cioè a dire ( fig. 5 t). ) , se la IH rappresenti 
quella corda dell' Ellisse I 1 G D , dovrà essere il 
■ segmento ellittico IGH = Bue — xy . 

Dimostr. La semiordinata AI della proposta 

EH isse HGD sta alla semiordinata AK del cer- 
cine ad essa circoscritto ( J3o) , come c ad a . 

ay , A K ay _ . 

Dunque sarà AK — — , cd -777 = — . Inoltre 

1 c AG ex 

si cliiami 9 l’angolo ACK,o l’arco de! raggio 1, 

elio il misuri : e poi si faccia 1 : a j; 9 : GK ; 

sarà GK = «9 , il settore KCG dovrà essere u- 

• 

guale ad , il triangolo CAK ad ~ X — ~ : C 
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quindi il Irilineo circolare KAG=KCG — CAK 

= f-J . Ma (/ t 3o) sia CG : CD :: 

flrr\ . . „ 
*0 f- J : IAG. 

Dunque sarà il Irilineo ellittico IAG = -j-(ac0 — xjr), 
e ’l segmento ellittico IG1I = ac6 — xy . 

4 19 - Caroli. Si chiami <J> l’angolo KCL com- 
plemento ili 9, o l’angolo, che abbia per taugen- 
• ex 

te il fratto — . Sarà 1 : a *; <t> : KL == a®, il 
or 

settore KCL dovrà essere uguale ad fa’*, il trian- 
golo KAC= J- X — c quindi il quadrilinco cir- 
colare LKAC=KCL-f KAC= * (a> + E 

sarà poi il quadriliueo ellittico DIAC=~(ac^-4-xy), 
c ’l suo duplo sarà uguale ad acq> -J- xjr . . . . A 

PROP. LXXIX. TEOR. 

4 So. Poste le medesime cose della Proposi- 
zione precedente , l' aia di un' Ellisse è quanto un 
cerchio , il cui raggio sia medio proporzionale tra' 
semiassi conjugati della detta curva . 

Ed , indicando per ir : ì la ragione della semi- 
circonferenza al suo raggio , sarà la detta aja u- 
guale a ir ac . E la Sferoide , che vi si genera , do- 
vrà essere ~ vac’ 1 . 

Dimostr. Queste due verità fluiscono immedia- 


KAG : IAG , cioè 


:: : ( 
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tamente da quel , che ho detto nel i.° Lemma 
43o. , e nel preced. Coroll. 

45 1 . Coroll. Dunque le oje di du « Ellissi 
sono come i rettangoli de' loro assi conjugati . 

P R O P. LXXX. T E O R. 

4^2. Se col centro di un' Ellisse , e colf in- 
tervallo uguale alla terza proporzionale in ordine 
all' eccentricità , ed al semiasse maggiore di una 
tal curva si descriva un arco circolare tra le tan- 
genti menate a' vertici dell' Ellisse, e da una stes- 
sa parte ; la superficie della Sferoide , che vi si 
genera, sarà uguale ad un cerchio , il cui raggio 
è medio proporzionale tra 'l semiasse minore , e 'l 
detto arco circolare accresciuto dell' intero asse 
minore . ( fig 5g. ) 

Cioè , chiamando <p quell'arco , sarà (a) la pro- 
posta superficie uguale a it (^+‘0- 

Dimostr. La Scmicllisse ADB sia la generatrice 
della Sferoide proposta : e la Scala delle sue nor- 
mali ne sia l'altra Ellisse GDO, che (436) dee ave- 
re il medesimo asse minore colla primiera curva , 

a 3 

e per semiasse maggiore — . A’ vertici della se- 


(a) L' enunciazione della prima parte di que- 
sto Teorema concorda con quella , che il chiaris- 
simo Ugenio recò in altra guisa , e senza dimo- 
strazione. 
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miellisse ADB si conducano le tangenti AK, BE 
Verso una medesima parte dell’ asse AB , le quali 
incontrino in I e Q l’Ellisse GDO, ed in K ed E 
la circonferenza di un cerchio ad essa circoscxntto. 
E poi si chiami , la metà dell'angolo KCE . Sa- 

c * 

rà la retta Al uguale ad — •: imperocché ella do- 

vrebhesi generalmente ( 436 ) esprimere per 

- V (j* 1 — — r ^ : ed essendo in questo caso 
^ * 
la x = a , il detto radicale diverrà uguale, a 

C / c* 

— y(a* — e 2 ) = — - . Ciò premesso , se nella 

formola actp -f- xy , che si è detto nel preceden- 
te Corollario doverne dinotare il qiiadriliueo el- 

£L* 

Unico AIQB , si ponga — per «, e per le x, ed 

c 

y le a , e rispettivamente, sarà AIOB = 

a e 

+ c 2 . E per lo Lemma II.® dovrà essere la su- 
perficie della proposta Sferoide = 2 ir X AIQB 

55 : ir \ . E con ciò uguale ad 

un cerchio, che ha per raggio (44 2 ) la media pro- 


porzionale tra c , e 


-f 2C . 


§. 4ò3. Seal. 1 . La dimensione della superficie 
di una Sferoide schiacciata , avvegnaché dipende 
dalla quadratura dell’ Iperbole , o dalla rettifica- 
zione della Parabola sarà esibita alla fine di 
questo Capo . 
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§. 45f. Scol. li. CoJIa guida del secondo di 
questi tre Lemmi potremo imprenderne quella 
geometrica ricerra , in che si conv rie il famoso 
Astronomico Problema dell’ Auomalia . Cioè 
( f'S- 6° ) Dati la semiellisse AOB , dividerla, 
in una data ragione con una retta , che passi per 
uno de' suoi fuochi F , A tal uopo si descriva il 
semicerchio AMI sull’ asse maggiore AB della da- 
ta curva, e dalla medesima parte di essa. E sup- 
ponendo , che O sia il richiesto punto , si meui 
s u I la BA da un tal punto la perpendicolare OM , 
che incontri in N quel semicerihio : e poi si uni- 
scano le rette IO, FN , e’1 raggio CN . Ed es- 
sendo in viriù del i.° Lemma il segmento ellit- 
tico AMO al circolare ARIN , come WG ad MN, 
o come 1’ asse minore al maggiore di cotesta El- 
lisse : c per la ì.a Elem. vi. il triangolo FMO 
all’altro 1MN anche come RIO ad MN , sarà il 
trilinco ellittico FAO al circolare FAN nella da- 
ta ragione dell’ asse minore al maggiore . Onde 
dovrà esser dato di grandezza il trilineo circolare 
FAN al par dell’altro FAO: e potrein comoda- 
mente supporlo uguale al settore circolare ACP . 
Ciò posto , sia il semiasse AC = 1 , e I' eccentri- 
cità FC=re. E poi si ponga l’ ignoto arco AN= 4 , 
il suo seno NM = x, c "1 dato arco AP = vp- . 
Sarà il Srtt.ACN ~ tp , il Triang.NCF =; ~ er f 
e ’l Seti. ACP = j- \J/ . Ed essendo ACP ~ ACN 
-f- NCF , sarà \J/ = <t> -f- ex . . . . A . Or sebbe- 
ne questo risultato , ed’ altri che per la simile 
indagine si scgliono incontrare , sieno semplicis- 
simi j pure i più sublimi Analisti si sono serio- 
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samentc occupati a poterli ridurre in usi comodi 
di Astronomia . Intanto dall’ liquazione A si de- 
riva esserne ■vjz — <p=ex , cioè 1 : e ;; x : 4 ^ — Q . 
E perciò il detto Problema si trasforma in que- 
st’ altro benanche tran’cendente , eh’ è di divi- 
dere 1' arco AP in due parti , talché una di esse 
stia al seno dell' altra , come l' eccentricità dell' 
Ellisse al semiasse maggiore , E per tal verso un 
nostro Geometra («) ha saputo con operazioni 
aritmetiche , e con una grande ed agevole ap- 
prossimazione esibirne dall’ Anomalia inedia di 
un Pianeta la vera/, o la coequata . 


(a) Questo Geometra ha comunicato agli E - 
ditori de' nostri Opuscoli una dissertazione su tale 
argomento per fartela inserire . 
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PARTE III. 

Della Dimensiore dell’ Iperbole . 

5- 455. Que’ Geomelri dell’ antichità rimota , 
che conoLLcro le due Opere di Archimede della 
dimensione del cerchio , e della quadratura della 
Parabola , vi dovettero comprender chiaramente, 
che dalla quadratura del cerchio discendea quella 
dell’ Ellisse , e che ogni spazio parabolico si potea 
quadrare con geometrica esattezza . Ma niuuo dì 
I oro per quel , che sappiamo , tentò mai di qua- 
drar 1’ Iperbole, o non vi si diresse col metodo de’ 
limiti , e per le proprietà degli assintoti di essa ; 
lo che agevolmente avrehbel condotto al disiato 
(Ine . Onde questa curva la più sventurata tra 
quelle , eh’ ebber la genesi dal cono , restò fino 
al secolo antipassato .senza corredo di quadratu- 
ra. O r io , dovendo esibire la dimensione dell’ I- 
perbole con principj analitici elementari , potrei 
valermi del metodo esposto nella Pi op. 4 2 , c he 
sembra commendevole e per la semplicità, che con- 
tiene , e per la luce , che può diffonderne allo 
log- miche funzioni . Imperocché il valore dell’ aja 
assintolica , che ivi vuol quadrarsi , è di una co- 
moda approssimazione . Egli è compreso tra duo 
limili assai stretti : nè quindi ad estimar Terro- 
re, ch’emerge («) da’ termini omessi, dovrà in- 
stituirsi una nuova calcuiazione ,* che il più delle 

(a) Il dotti ssi/no Sig. Lag rango nella 2 euri a 
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volte suol esserne assai scabra . Col detto meto- 
do può risolversi agevolmente il Problema fonda- 
mentale della conslruzione del Canone Neperia- 
no : eh' è di computare il numero delle medie pro- 
porzionali , che si hanno ad intercalare tra l' u- 
nità , ed un numero doto in una progressione geo- 
metrica , la t piale abbia per suo denominatore il 
fratto spurio 1,0000001 . Che anzi in esso me- 
todo traluce la formula F , che contiene il pro- 
cesso delle operazioni Briggianc per la ricerca de’ 
log-mi tabulari , e che il Sig. Lagrange con in- 
gegnosi ripieghi ha rinvenuta (/<) . Ma pure mal- 


delle funzioni analitiche §. 53 . ha detto saggia « 

* mente , che la perfezione de’ melodi di approssi- 
mazione , ne’ quali s’ impiegali le serie , non deb- 
basi attendere dalla sola convergenza di esse , ma 
dal potervi estimar P errore , che risulta dai ter- 
mini omessi . Or questa seconda indagine suol es- 
ser dura nell' applicazione . Poiché frequentemen- 
te vien omessa da quell' istesso Analista , che la 
propose : cioè nel rinvenire i log-mi de' numeri 
primi , i seni degli archi , g li archi da' seni , ec. 

(b) Il sagace Friggio stabilì con operazioni 
aritmetiche equivalenti alle analitiche , che qui suri 
indicate , che posto il modulo del sistema uguale ad 
A debba essere il log-nio tabulare del numero j 


uguale 


*•(7 2” — 1 ) 


Fedi la Tlieor. des foun- 


ction. analyt. del Sigti. Lagrange §. li. Or po- 
nendo A = 1 , si avrà nel sistema Neperiano il 
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grado lnttc queste cose , io non impongo a’ Gio- 
vani , che per quadrare 1’ Iperbole tra gl; assìntoti 
vi abbiano ad eseguire quelle indicate aiitmeliclie 
operazioni , che dovrebherli travagliare immen- 
samente . Mi basta , eh’ essi vi comprendano il 
metodo di quadrar tal curva , cd i vantaggi ana- 
litici , che se nc sarebber conseguiti . E poiché i 
log-mi naturali si sogliono oramai ottenere con 
metodi spediti, e cliiaii : e li possium benanche 

log-mo naturale del numero y . Lo che con altri 
faci. issimi ripieghi adoperati nell ' analisi de la Pro- 
pos. /p. sarebhesi ottenuto • Ho voluto rapportar 
queste cose , poiché quel lavorio aritmetico prati- 
calo dal gran Kepero non fu chiaramente- espresso 
da questo Geometra , nè da altri sufficientemente 
illustralo . Infatti il Montitela dovendo préfiggere 
quelle aritmetiche operazioni elementari , onde co- 
nobbe il N opero doversi ritrovare 23 o 2585 o termi- 
ni tra 1 e 10 in quella progresskme geometrica , i 
cui primi termini sono 1 , ed 1 , 0000001 , disse 
generalmente , eh' ci ciò rinvenne per mezzo del 
calcolo . il sommo Lagrange si espresse più deter- 
minatamente col dire , che a rinvenirne il luogo , 
che il io occupava in quella serie bisognava cer- 
care per le regole conosciute i termini successivi 
a que' due pri.ui termini . Ed accorgendosi , che 
quest' indugine avrebbene costata un' immensissima 
Ì aliga , soggiunse altrove , che una tal cosa po- 
t casi ottenere colle successive estrazioni deile ra 
dici quadrate , e Jorse col metodo da me prescritto 
nella l’rop. 4 A. 
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colla regola aurea ritrarre da’ Tabulari ; col be- 
neficio delle Tavole log-micbe , e profittando de* 
travagli de' loro compositori potremo nel seguen- 
te modo quadrare 1’ Iperbole tra gli assiuioti . 

§. 45 b. Teor. Conducendo due ordinate in un.' 
Iperbole tra gli assintoti , che però sia Parilalera, 

10 spazio troncatone da quelle due rette sarà ugua- 
le alla potenza della medesima Iperbole , moltipli- 
c<Ua pe 7 log-mo della ragione della maggiore di 
esse ordinate alla minore . 

PROP. LXXXI. TEOR. 

§. 4 ^ 7 . Se da un qualunque punto di un' I- 
perbole Parilalera visi tiri l'ordinata ali' asse prin- 
cipale ; V aja del segmento iperbolico troncatono 
da tal retta sarà uguale al rettangolo delle coor- 
dinate corrispondenti al detto punto , meno il qua- 
drato del semiasse moltiplicato pe 7 logaritmo del- 
la ragione della somma di esse coordinate al me- 
desimo semiasse. 

Cioè , chiamando x ed y le coordinale CN ed 
KM del punto M dell' Iperbole Parilalera RAM 
( fig. 56. ) , cd a il semiasse principale AC , sarà 

11 segmento iperbolico 

MAR = xy — a- I. ^ ’ 

Dimostr. Intendasi condotto 1’ assiti tolo CB al 
ramo iperbolico AM . E quivi ordinale le due 
rette AD , MB , 1' una dal vertice principale di 
tal curva , e l’ altra dal proposto punto M , 
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si compia il parallelogrammo CNMF . Sarà per 
lo triangolo isoscele rettangolo CFE ( a ) il ca- 
teto CF ugnale aT altro FE . E'1 essendo, per la 
satura (i4^) *Ii colesta Iperbole , y" 1 = x s a" • 
e quindi x 1 — y- = a 3 , sarà x y : a *; a , 
x — y . Ma le grandezze a eil x — y vi dinotano 
rispettivamente le rette AC ed ME : e sta poi 
AC : ME i; AD : MB pe’ triangoli simili ADC, 
INI RE . Dunque sarà x -| - y : a II AD : MB ■ 
Ciò posto, il quadrilineo iperbolico ADB.M , o ij 
suo ugual settore CAM (277) , è uguale alla Po_ 
tenza dell’ Iperbole KAM, moltiplicata pe ’1 loga- 
ritmo della ragione di AD ad MB ( 45d) • Duu- 
que sarà il settore iperbolico 

CAM = i e 1 l.^-~ì. E quindi il trilinco iper- 


bolico MAN = CNM — CAM = \ ry — ± e’ 
>■ C4 2 ) . E prendendone i loro doppj con 
porvi a" per -y e 5 (261) , sarà il segmento iperbo- 
lico MAK = xy — a’ 1. A 


458. Corott. 1. Il quadrilineo ACFM nella 
parte esterna della delta iperbole è uguale al ret- 
tangolo NCFM meno il trilineo iperbolico MAN. 
Dunque sarà cotesto quadrilineo iperbolico 


(a) L' angolo assintolico BCR dell' Iperbole 
Parilatera KAM è ritto (25.)) : e l semiasse CA 
il divide per metà . Dunque sarà semiretio l' ango- 
lo FlE . 
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ÀCFM = f (tj + a"* I. (■ '-—)) • • • • B * 

<j. 4 ^ 9 - Caroli. 11. Col medesimo asse principa- 
le dell’ Iperbole K.AM , e coll’ asse conjugato u- 
guale a ac intendasi descritta l'altra Iperbole Am. 
Sarà ( 43 1) il trilineo iperbolico MAN al suo cor- 
rispondente triliueo mAN , come a a c . Dunque 
dovrà esser questo secondo trilineo iperbolico 

mAN = —( xy — ar 1 . C 

\ a J 

460. Corali, ni. Nell’ Iperbole PAQ (/°\6 i) 
si tirino ovunque le due corde parallele MN, PQ, 
e la retta CBE sia il diametro di queste due or- 
dinate (aaa) . Sarà manifesto esser tra se uguali i 
due trilinei iperbolici MBD, NBD, non inen che gli 
altri due PBE , QBE : onde dovrà n rimanervi u- 
guali i due quadrilinei iperbolici PrMDE, QsNDE. 
Ma si sa per le nozioni di Geometria elementare, 
ebe congiunte le rette PM , e QN debbano esser 
uguali i trapezj rettilinei PMDE , QNDE . Dun- 
que vi resteranno uguali i due segmenti iperbolici 
PrM , QiN . 

§. 461. Caroli, iv. Da’ punti P , M , N, Q si 
abbassino le perpendicolari PG , MF , NI , QH 
all’ asse conjugato delia detta Iperbole , prodotto 
quanto convicnsi . Sarà chiaro , che i due quadri- 
linci iperbolici GPrMF , HQsNI abbian la mede- 
sima differenza de’ due trapezj rettilinei GPMF , 
cd IIQNI , per esserne uguali , come 1 ’ ho dimo- 
strato , le parti additizie PrM , QsN di que’ duo 
quadrilinei . E perciò la differenza de’ due qua- 
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drilinei GPrMF, ffQsNI sarà qundrahile al par di 
quella degli anzidetti trapezi . Ed è un Paradosso 
geometrico, che sia quadratale la differenza di due 
spazj iperbolici , niuno de' quali è suscettibile di- 
quadratura (/>) . 


PROP. LXXX1I, TEOR. 


(j: ffii. La Conoide generata da un Iperbole 
Parilatera è uguale alla differenza del Cono Retto 
Rettangolo , che tien per asse V ascissa della gene- 
ratrice di quella Conoide , computatavi dal centro ; 
e di un Cilindro , che ha per base il cerchio del 
semiasse , e per altezza la delta ascissa diminuita 
di due terzi di quel semiasse . 

Cioè colle precedenti denominazioni una tal Co- 
noide sarà uguale ad — ( x — t a ) • 

E la sua superficie verrà espressa da quest' altra 
fi òr mola 

* ec fi - ■ " 4 i rI X 

a i V e 1 ar -f- ay fi 

Dim. Pari. I. Il trilineo iperbolico NAM col vol- 
gersi d’ intorno alla sua ascissa AN generi la Co- 
noide proposta (fig-5 6.)- E T assintoto CR di una 
tal curva ne incontri in O la tangente verticale 
AO, ed in R la semiordinala MN prodotta, quanto 


(b) Questa verità , eh' io proposi nelle sezioni 
coniche sintetiche illustrate dal Ciannattasio non 
si comprende chiaramente per un errore d' incisio- 
ne , che potrà correggersi per l' apposta figura , 
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sia d’uopo. Inoltre dal punto N si tronchi un qua* 
lunquc elemento Nra dalla della ascissa, e dal pun- 
to A la PA terza palle del semiasse AC : e poi si 
compiauo i parallelogrammi Ns , Nv , NO, NL . 
E sia CN = Kit = x , MN = y , CA — a , ed 
Nn = w . Sarà (a43) y* — , e quindi 

irwy 2 = irux 5 — irwtt : . E ciò vuol dire , che il 
cilindro nato dalla rivoluzione del rettangolo N* 
intorno ad Nn sia uguale all’ anello cilindrico , 
che vi si genera rivolgendo intorno ad AN il ret- 
tangolo Qv. Onde per la Teoria de’ limili polrem 
concludere , che la Conoide proposta sia uguale al 
Solido generato dal volgerne intorno ad AN il 
triangolo OQR . Or questo Solido è la differenza 
del cono retto rettangolo , che vien generato dal 
triangolo CNR rivolto intorno a CN , e di quell* 
altro solido , che in una tal rivoluzione sarebbesi 
generato dal trapezio COQN . Ed è quel cono u- 
guale ad j irx J : e quest’ altro solido vi pareggia 
-J ir a 3 -f- ( x — a ) itti 2, — ( x — ja ) t <* 3 • Dunque la 
proposta Conoide sarà uguale ad yirx J — (x — 

Pari. II. L’ Iperbole GIX sia la Scala delle. nor- 
mali dell’ iperbole AM , il cui semiasse primario 

(l* 

CG dee essere — , e ’l secondario C g — c . Potrà 
e 

dimostrarsi, come nell’Ellisse Prop. 80. , esser la 

retta AI = c’ . E per lo Cor.n. Prop. preced. si 
a 

{Vedrà csscrne(a) il trilinco iperbolico GNX uguale a 


(a) Leggasi il §. 4 3 7- , e 7 4 5 9* 


Digitized by Google 


Trattato Analitico 


3;4 


( CNxNX— CG a l. - CN " t ~ NX \ Se dunque 
aCG \ CU J 


in quesl’ espressione porremo c per Cg , ed a 2 : e 
per CG , il detto trilineo GNX sarà uguale ad 

~ 1 . E ponendo in questa 

orinola per le x, ed y le grandezze a , e c 1 : a , 
clie si no i valori delle coordinate CA, ed Al , ed 
c 2 per u- -f- c* , si avrà il trilineo 

GAI = — ( c* 1. — ^ • Ed essendo lo 

2 a‘ \ e 2 a 3 / 

spazio ANXT = GNX — GAI, dovrà essere il 
quadrilineo iperbolico 


ANXI = —(ry-c'+ ~ 1 . 

2 fl 2 \ 'e 1 ax -j- ay / 

E p'r lo Lemma II.® avremo la superficie della 
Conoide proposta uguale a 

Tee f a* e* \ 

' — a ( xy — H r I. -r ) • 

a \ J ‘e* ax -f- ay / 


5- 4^3. Corali. La quadratura d i un’ Iperbole 
Scalena, e la dimensione della Conoide, che vi si 
genera , dipendono dalla quadratura , e dalla cu- 
batura dell’ Iperbole Parilatera , come si è detto 
nel §. 43 1 . E la supeificie di quella Conoide po- 
trà agevolmente ottenersi colla guida dell’ Analisi, 
che ho recata nella seconda parte di questo Teo- 
rema. 
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PARTE IV. 


ajS 


Dimensione della Parabola . 


P R O P. L XXXIII. TEOR. 


5. da un punto di una Parabola si 

tiri la semiordinata ad un qualunque diametro di 
tal curva ; il trilineo parabolico compreso dalla 
coordinate del detto punto , e dall' arco , eh' è in 
mezzo ad esse , sarà due terzi del parallelogrammo t 
che compicsi dalle anzidette coordinate . (_/?£•. 58. ) 


Dimostr. Intendasi praticata la medesima con- 
struzione del Lemma III.° E poi si ponga la se- 
mionlinata BF=a , P altra CG =zy , il parametro 
del diametro AB uguale a p, l'angolo B~<f>, e quindi 
(3a3) l'ascissa AB=a* : p , l’altra AC =zy* : p , 
e la BC = ( a 2 —-y* ) : p . Dovrà essere il pa- 


rallelogrammo BG — ( a 2 — y*~) sca.f , l’altro 

P 

y* 

NK. = - — (a — y ) sen.p , e’1 rapporto della prima 

alla seconda di queste due figure sarà quanto quello 
di a~\-y ad^y: lo che ben si vede simplificando un tal 


rapporto , o dividendone per ~ ( a — y ) sen .<p le 

grandezze, che il contengono . Ciò posto, la som- 
ma de’ parallelogrammi inscritti nello spazio pa- 
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rabolico interno ABF sta alla somma degli altri 
inscritti nello spazio esterno AMF, come il paral- 
lelogrammo BG all’ altro JNK (4 {5). Dunque pas- 
sando da queste grandezze a' loro limiti sarà lo 
spazio pataLoliro interno ABF (a) all’esterno 
AMF, come a - j-j- ad y , cioè come a ad i . Im- 
perocché svanendo la differenza delle a ed y , ne 
diviene a -j-y : y ;; iy : y ;; 2 : 1 . E perciò 
lo spazio parabolico interno ABF sarà due terzi 
del parallelogrammo delle coordinate AB , e BF . 

§. /\6S. Coroll. Da un altro punto I della Pa- 
rabola proposta si ordini al diametro -AB la retta 
IE . Sarà quadrabiie il trilineo parabolico AEI al 
par dell’ altro ABF . E quello dovrà stare a que- 
sto , come EI* a BF 3 . Cioè que' due trilinei pa- 
rabolici saranno in triplicata ragione delle semior- 
dinate f su cui poggiano . 


(a) Per comprender l' essenza di questa dimo- 
strazione convien rimontare al Lemma III. , e por- 
vi per le x , x , x* , eie. i rispettivi quadrati del - 
le y , y , y* , etc. divisi per la p . Ed in tal mo- 
do i parallelogrammi BG , ed NK si troveranno 
avere le seguenti espressioni 

( yi y*\ » 

Jsen.ip ì ed (y—y) — sen.A , 

, p p 

e l rapporto di queste due grandezze si vedrà esser 
quanto quello di y ad y . Ma per la propor- 
zionalità delle y , y , y* , eie. il detto rapporto è 
costante , eh' io dinoto per m ad n . E, quando que ’ 
rettangoli vanno a terminar nella curva, il medesi- 


Digìtized by Google 




delle Sezioni Coniche. ajf 

PROP. LXXXIV. TEOR. 

§. 466. La Conoide Parabolica è una metà 
del cilindro , che abbia con tal Solido la medesi- 
ma base , ed allena . 

Dimostr. Si supponga esser retto 1’ angolo ABF 
delle dette Coordinate , e poi con perfetta rivolu- 
zione si aggiri il trilineo ABF intorno ad AB • 
Gli spazj cilìndrici generati con tal moto dal ret- 
tangolo BG , e dall’ altro GM saranno fra loro , 

C a 2 y 4 

■■■ — ■ Iry 1 , e ( -ita- — «y* ) ■> di- 

notandovi per p il parametro principale della Pa- 
rabola . Cioè saran que’ solidi in ragion di ugua- 
glianza . E quindi la Conoide generata dal trili- 
neo parabolico ABF sarà uguale ( 44^ ) al solido 
generatovi dallo spazio esterno AMF. Onde quel- 
la dovrà essere una metà del cilindro ad essa cir- 
coscritta . 


mo rapporto è di 2 : 1 . Dunque lo spazio parabo- 
lico interno è duplo dell' esterno . Intanto il pro- 
posto metodo non si restringe al solo asse , come 
altri suol fare , ma può allattarsi a qualunque dia- 
metro della Parabola . 
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4^7» La superficie dell' anzidetto Conoide i 
quanto un cerchio , d cui raggio è medio propor- 
zionale tra la terza parte del parametro principale , 
e la differenza de' raggi d osculo ne' punti t stre- 
mi della generatrice di una tal superficie (/>) . 

Cioè , ponendo l altezza di quel so àio uguale 

ad x y sarà la superficie di isso uguale a 

j 

*p( (p t + h p*) 

T( ■’) ■ 

Bim. La Parabola DBK. (fig. 55. ) sia il luogo 
delle normali della proposta Parabola AMN (415); 
e chiamando p il comune parametro principale di 
queste due curve , pongasi nella prima delle detto 
Parabole 1’ ascissa AN = x , e nell’ altra si ordi- 
nino da’ punti A ed N le AB ed A'k , e la NA 
la incontri in D • Sara DA n y AB ~ j/>i AD 
— , A'K = V ( P* + T/'*)'- *’ trilineo (4^4) 

parabolico BAD — BA X AD — ) 1 a l" 

* j X 4 

tro KND= | KN X ND = j (*+*/») vV+V) 



rabolico 


E quindi il quadrilineo pa- 


(b) L' enunciazione di questa verità , che por- 
mi assai semplice e ritenevole , forse non si è 
usata da altri in tal rincontro . 
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ABKN=-1. 0-H/.*)»— 

E finalmente per lo Lemma II. la superficie della 
Conoide parabolica AMN generala dalla rivoluzio- 
ne del trilineo AMN intorno all’ asse AN sarà 
uguale a 


Ma il raggio d'osculo , che appartiensi al punto M 
della proposta Parabola . AM , è (4 17 ) uguale a 

^ p" 1 , cioè al cubo della normale di- 


viso per Io quadrato del semiparametro dell’ asse: 
ed è 4 p >1 raggio d’ osculo nel vertice della detta 
curva (4> 9 ) : dunque sarà vero il Teorema nel 
concetto geometrico , e nell’ altro analitico , co’ 
quali 1 ' ho quassù esibito . 

§. 468. Coroll. Di qui si deduce , che le super- 
fide di due Conoidi Paraboliche ì le cui curve ge- 
neratrici han parametri uguali , debbano essere , 
come le rispettive differenze de' raggi d' osculo ne' 
punti estremi di esse generatrici . 
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PROP. LXXXVI. T E O R. 


(J. 469. Se da ari punto di una Parabola con- 
ducasi la semiordinata all' asse , e poi si congiurigli 
la metà di questa retta col vertice di quella cur- 
va . Sarà l' arco parabolico terminalo dal proposto 
punto , e dal vertice della curva uguale alla detta 
eongiungcntc , ed alla quarta parte del parametro 
moltiplicata pe 'l lug-rno della ragione della som- 
ma della detta semiordinata , e della corrisponden- 
te normale alla sunnormale (a) . 

Cioè, chiamando j quella semiordinata KM del- 
la Parabola ANS , ed a il semiparametro princi- 
pale della curva , sarà l' arco 

AN = + i « 1- . 


za 

( fs- 6 3- ) 


Dim. L' asse AM della proposta Parabola ANS 
si prolunghi oltre del vertice, sinché la parte pro- 
tratta AC vi pareggi il semiparametro principale 


(a) Il sagace Ilorslcy chiama elegantissima 
quella composizione geometrica , che seppe ordire 
1 ' acutissimo Cotes nel rettificare uri arco paraboli- 
co . Or ad una tal composizione io mi sono inge- 
gnato di conformare il tema del presente Teorema . 
Ove ben si vede , che dalla quadratura dell' Iper- 
bole la rettificazione della Parabola dipende . 
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di essa curva . E poi col centro C , e col semias- 
se principale AC si descriva 1’ Iperbole Parilatera 
AQG . E preso nella Parabola 1’ archetto piccio- 
lissimo IVn, si tirino pe’ punti N ed n le due ret- 
te NP ed np parallele all’asse AM di tal curva , 
cui si tiri per N la normale 3VR . Sarà per la 
natura della Parabola ANS (33») la normale KR 
~ V (_>' a —f- <i a ) : e per la natura dell" Iperbole e- 
sterna AQG dovrà essere ( 190 ) la semiordinata 
QP = y (^' 1 + « 2 ) • Dunque sarà NR = QP. Ed 
essendo Nn : No ;; KR : MR pe’ triangoli si- 
mili NOn , NMR , cioè N« : P p y. QP : AC , 
sarà Nre X AC = Vp X QP- E, ciò sempre dimo- 
strandosi, sarà P arco parabolico AN moltiplicato’ 
pe ’l semiasse AC uguale al quadrilineo iperbolico 
ACPQ , che si è qui sopra (458) dimostrato ugua- 
le ad A CH X HQ -j — 1. — — . Sicché 

dividendo quest’ Equazione per AC , c ponendovi 
per le CH , HQ , AC le loro uguali NR , NM , 
MR , sarà 1’ arco parabolico 


AN = 


RN 


X NM 
MR 


+ i MR 


NR-f-NM 

MR 


Ciò pi’emcsso , si conduca dal punto N la NF 
tangente della Parabola ANS . Ed essendo per 
supposizione MB=BN , e per la natura di questa 
curva la (32 7) MA = AF, sarà quella congiungente 
AB parallela alla tangente NF , ed una metà di 
questa retta . Ma pe’ triangoli simili RMN , RNF 
$ta RM : MN ;; RN : NF . Dunque sarà NF 


a8a 
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RNXNM 


, e qtunu, a» = v «*•- — s- K;U 

E la procedente Equazione darà 1’ arco parabolico 

NR 4- KM 

AN = AB + i MR I. — — • 

Inoltre riponendo in quest’ ultima Equazione i 
proposti simboli delle rette , cbe vi si osservano , 
sarà 1’ arco parabolico 

an = z . iV(,*+.* ) + ì « l /+vW£). A 

a a 

470 * C° r - >■ La retta QP si prolunghi , si» 
elle ne incontri la CL , cbe divida in parti ugua- 
li 1’ angolo retto PCt . Sara LP ~ CP — AIIV , 
e quindi LQ ac LP -f" PQ — • NM IS R . Cioè a 
4ire nell'Iperbole Pari lattici esterna AQPC ogni se- 
miordinata prodotta sino all' assintoto CL di essa 
Curva è quanto la somma della semiordinata , « 
della normale della Parabola corrispondenti a quel- 
la retta . E questo principio geometrico è utilis- 
simo per le seguenti analitiche ricerche . 

§. 47 *• Cor. 11 . Per la qual cosa pongasi colc- 
sta retta QL = v , cioè v = y -f- ^{y* -f- a 3 ) , e 
quindi v — y V ( y 2 -f a * 1 • Sarà , quadrando 
quest’ ultima Equazione , v 3 — 2 vy = a' 1 , ed 

>4 — , 

y = . E dovrà essere \{y 3 -j- a 1 ), che 


lindi AB = -J NF = ; 


kn.nm 


. , • 1 .v 3 -f-0 3 

si e dimostrato pareggiarne v — y, uguale ad — - — 

Ed in tal modo 1’ Equazione A liberata da’ radi- 
cali darà l’ arco parabolico 
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V 

- +4« 1. - ... B. 

* * /i 


AN = 


bay' 


§. /f/ 2 - Gor. m. E se porremo uguale a z la 
somma della «ami ordinai a , e della normale della 
Parabola , le quali corrispondono al punto S in- 
feriore all’altro IV 5 sarà, come dianzi si è dimo- 
stralo, l’arco parabolico 


AS =- 


— — - -f- y a 1 — • 

Odi * a 


JS'S=AS— AN = 


p4 «4 


Kn: 


8 «e 5 


E quindi 

ini. -...D 

a» 


4/3. Cor. iv, L’ Iperbole PAQ (fig- 6 i.)sia 
quella, dalla cui quadratura dipenda la rettificazione 
della Parabola II AV , come si è veduto ia questa 
dimostrazione . E nella detta Jp. rbolc intendasi 
praticala la medesima consunzione del Cor. IV 
Prop. 81 . Ed olire a ciò le rette GP , FM , IPT t 
HQ incontrino la sottoporla Parabola RAV ne’ 
punti R , S , V, T . Sarà (RS — VT) a — GPrMF 
— IIQs3\ I r= GPWF — 11QM . E ponendola 
differenza di questi due trapezj rettilinei uguale al 
rettangolo della retta a in un’ altra q , sarà 
(RS — V T) n = aq , e quindi RS — VT = q , 

§. Cor. v. Dunque dato un are» paraboli -, 

co , può sempre assegnarsene un altro , talché la 
differenza loro sia rettificabile , tuttoché niuno dì 
essi sia suscettibile di rettificazione . La qual cosa 
è un geometrico Paradosso, al par di quello , che 
fu recalo nel Cor, IV. Prop. Si. 
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PROP. LXXXVII. P R O E L. 

4;5. Dato l' arco parabolico ED , assegnar- 
ne un altro WS , che stia a quel dato arco nella 
ragione di n ad i. 


Soluz. Si chiami K l’ aggregalo della normale 
della Parabola , e della semiordinata corrispon- 
denti al punto inferiore D del dato arco ED , ed 
h siane una consimil somma per 1’ estremo E su- 
pcriore . Sarà (47 >) quest' arco 


K 4 - 


h*-a* ■ , K 

“p <2 I* ■ - • • • • 

n 


ED = 

8aK.* 8 a/i* 

Laddove per lo Coroll. III. Prop. prec. dee es- 
serne il richiesto arco 


NS = 




B 


8uz* 8ar* - a 

• Ma per le condizioni del Problema convien , 
che sia KS : ED :: n : i , cioè WS = n X ED • 
Dunque ne’ valori di questi archi vi sarà la se-, 
guente Equazione 


s 4 — a 4 » 4 — , 

buz* 8 av* 

rth 4 — na* 
bah* 


+ v na E — • 


nK 4 — na 4 
“ ' 8alv* 

. . . C 


Intanto il presente Problema , che ci offre le 
due ignote v , e z , non può risolversi , se una di 
esse non si elimini , e non vi si tolgati pu ranelle 
le grandezze log-miche, che il fanno tra ascenden- 
te. Onde per renderlo insicmo algebrico , c deler- 
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nato , potrem supporre uguali gli ultimi termini 

del I.° e de} 11. ° membro dell’Equazione C ; cioè 

j nn , Iv x i b 

itti.- = l. —— , ovvero 1— — re 1 — , o 

fu ih v n 

finalmente — z= , passando da’ log-mi 

a’ numeri. Laonde, se faremo per brevità di calco r 
lo = r, ne verrà z —, rv . Ed in tal mo- 

do la detta Equazione diverrà determinata , ed 
algebrica , qual n’è la seguente 


+ v+ — a 4 i* 4 — a * «K 4 — na* nh* — na* 



Or questa Equazione, cb’è di quarto grado derivati- 
va del secondo, facilmente può risolversi pe’ metodi 
comuni , e poi construirsi colla guida del Corol- 
lario secondo . Infatti nell' Iperbole AQG pren- 
dasi 1’ ascissa CT , che n’ esprima una radice reale 
della detta Equazione . E condotta per T la TQ 
parallela all' assintoto CL ed insin , che incontri 
1’ Iperbole in Q , si tiri per Q la QN parallela a 
quell’ ascissa, incontrandone la Parabola in N . Sa- 
rà il punto N un estremo dell’ arco , che si ri- 
chiede. E 1’ altro può rinvenirsi col medesimo ar- 
tifizio , e con avvertirvi , che la z dee eguagliarne 
la ri» . 

§. Scol. Questo Problema , che da tran- 
scendente , qual ne sembrava , si è qui ridotto in 
algebrico , fu per altre vie risoluto da’ due precla- 
rissimi Geometri Giovanni Bernulli , e ’1 Marchese 
dell 1 Ospitale , che potran consultarsi da chi bra- 
ma intender più cose di un tal soggetto . 
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PROP. LXXXVIII. T E O R. 

477- superficie della Sferoide Schiacciata 
è uguale ad un cerchio , il cui raggio è medio pro- 
porzionale tra l' asse maggiore dell' Ellisse genera- 
trice di tal Solido , e quell' arco di una Parabola , 
che vi tien per base l' asse minore della detta El- 
lisse e per verde e il punto medio dell' eccentricità 
di questa curva . 

Dimostr. Descritta la Parabola BED (fig. 6a. ), 
clic abbia per base 1’ asse minore BD dell* Ellisse 
BADG generatrice del proposto Solido, e per ver- 
tice principale il punto medio E dell’ eccentricità 
CF di essa curva (a) , vi s’ intenda anche delineata 
l’Iperbole HAK (4^9) luogo delle normali della 
detta Ellisse riferite all’ asse minore . E preso in 
quest’ asse 1’ elemento Ni» , che si chiami u , si ti- 
rino pe’ punti N , ed re le rette NH , ed nh pa- 
rallele all’asse maggiore di tal curva . E poi, ordi- 
nata nella Parabola BED dal punto M la MI , vi 
si conduca per M la normale MR , e si ponga 
CA = a , CB = c , CF = e , e CN = MI = * » 
Sarà CE = ve : il parametro principale della Pa- 
rabola , eh* è BC a :CE , sarà uguale a ac 3 :e , 

(a) E dato il vertice , e l' asse di una tal Pa- 
rabola, ed anche re’ è dato il parametro principale , 
come terza proporzionale in ordine alle due rette 
date EC , e CB . Dunque vi sarà dato il fuoco , e 
la direttrice. OmTclla potrà descriversi per lo §.3 il. 
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onde dovrà esser (33 1) la sunnormalc RI = 


c 

ts 


e la normale MR =2 V ^ j + '*) . Wa essendo 

RI : RISI ” MO : Mot pe’ triangoli simili RIM t 
MOot , sarà ne’ simboli di queste rette 

+ «“=£<£ + *’> 
E poiché si è dimostrato qui sopra (.{3g) csse r 
nell’ Ellisse la normale QT , o la sua uguale 

NH = —■ 7 - -J- , sarà il rettangoletto 

3VnAH= V(-^r + x s )=aX^- V('r+ X ’). ' 

Cioè quanto 1’ archetto parabolico Mot molti- 
plicato pel semiasse maggiore a della proposta El- 
lisse . Onde 1’ annida generata dall’ archetto ellit- 
tico Q7 nel rivolgersi la semiellisse BAD intorno 
al suo asse minore BD , sarà uguale a arca X Mot » 
come 1* è noto per lo Lemma II. E quindi tutta 
la superficie di cotesta Sferoide schiacciala dovrà 
uguagliare ara X BED ve con ciò sarà quanto uu 
cerchio, il cui raggio è medio proporzionale (44*) 
tra 1’ asse della proposta Ellisse , e 1’ arco BED 
della Parabola indicata . 

§. 478. Caroli. 1. Nella formola A della Prop. 

86 pongasi la * per la y , e’1 fratto — per a . Si 

avrà con tal sostituzione 1’ arco parabolico ME =3 

s<S+*)+X"+«*v<?+- , J) 
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Onde potrà inferirsi da quel , clic si è detto in 
questa dimostrazione , elio la superficie descritta 
dall’ arco ellittico AQ coll’ indicata rivoluzione 


sia uguale a 
ifiicx 


+ '■($+* «£ + **))■- 
§. 4 79. Corali, il. Col medesimo asse A(x della 
proposta Ellisse , e con un altro asse secondario , 
che io dinoto per ay, intendasi descritta 1’ Iperbo- 
le AV L , cui si tiri la normale VS dal punto V , 
dove pella parie esterna la incontri la sciniordina- 
tà NQ della detto Ellisse : c poi si chiami e 1’ ec- 
centricità di una tal Iperbole, cioè (182) la gran- 
dezza • Si potran conoscere pe’ §§.338, 

439 i valori «Ielle normali QT , ed SY di queste 
due curve . Cioè sarà 

QT=^v(£ + *’),ca 

sv =7 v(£ + e).... B 

E queste due rette dpvranno essere uguali, sol che sta- 


ff 

cioè — - — 


V(* 2 +r) 


c* y* c* y 

§. 43o. Corali. 111. Intanto si risolva rispetto a 
y quest’ ultima Equazione . Si vedrà immanlincii^ 
te , eh' ella liberata da’ radicali debba degenerare 
in un’ Equazione biquadratica derivativa del 
grado, di cui la radice reale e positiva, che vi s’ in- 
contra, è • Ed è qnclie chiaro di per sp slcs- 
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so , che ponendo nel valore della SV il fratto 

ac . . a* . , , 

• — • per y , e («) quindi per e 1 , deliba es- 

C £ 

terne 1’ espressione della SV quanto quella della 
QT . Per la qual cosa potremo stabilire colla lu- 
ce del Ij. 4 '13- il seguente geometrico 

4® 1 ■ Teor. Se si descriva un' Iperbole , che 
abbia per asse principale V asse maggiore di un' 
Js'llisse , e per semiasse secondario la quarta pro- 
porzionale in ordine all' eccentricità , ed a' semias- 
si conjugati dell' Ellisse , e poi queste due curve si 
aggirino con perfetta rivoluzione intorno all' asse 
minore dell' Ellisse ; saran sempre uguali quelle 
superficie della Sferoide , e della Cilindroide , clic 
corrispondono ad una medesima ascissa presavi dal 
centro neW asse minore dell' Ellisse . 

§ 48*- Scol. i. Il Sommo d’ Alembert , poiché 
ebbe chiarite le nozioni della Conoide , e della Ci- 
lindroide ne’ corrispondenti articoli dell’ Enciclo- 
pedia , nc invitò i Geometri a risolvere quel Pro- 
blema proposto dal Signor Parent ne’ principj del 
secolo trascorso , ed espresso ne’ seguenti termi- 
ni • Ritrovare il rapporto , che debbano av re gli 
assi conjugati dell' Iperbole generatrice di una Ci- 
lindroide (t quelli di una Sferoide schiacciata , che 
convenevolmente le s' inscriva , affinchè le super- 
ficie di questi due Solidi sieno continuamente tra 

, (a) La grandezza « 2 , che qui sopra si è veduta 
uguale ad + 7* , in tal supposizione diverrà 
rt 2 c 2 a' 1 

a- -j = — X : ponendovi a 2 per e 2 4- c 

e* e 
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te uguali , come son quelle della sfera , e del ci- 
lindro circoscrittole . Or il primo Geometra , cui 
riuscì di sciogliere questo Problema , fu l’insigne 
P. Gregorio Fontana , servendosi a tal uopo del 
Calcolo Integrale, e di un Metodo indiretto. Ma 
dopo di lui i nostri Geometri D. Stefano Forte , 

Ab. Giaunaltasio , e ’1 Sig. Sangro lo ban sag- 
giamente risoluto co’ soli principj dell’Analisi de’ 
finiti , o colla Geometria elementare . Iìd io vi 
aggiungo , die volendo risolvere un tal Problema 
con un metodo analitico diretto , c generale s’ in- 
contri un’Equazione differenziale del i.° ordine, 
ed a due variabili ,di cui il proposto Teorema n’è 
un Integrale particolare. Ved. Opusc. Malcm. del- 
Ja nostra Scuola pag. 118 . 

§. 4^3. Scol. ii. Le curve coniche, che compon- 
gono la picciola famiglia delle linee di second’ or- 
diue , e che in quest’ opera le ho mostrate adorne 
di proprietà affini , variau mollo fra loro nelle di- 
mensioni . La rettificazione del cerchio dipende 
dalla quadratura di esso (a) . La Parabola , che 
può quadrarsi per mezzo -della Geometria demen- 
tare ( 464 ), non è poi rettificabile: e ne abbisognano 
i log- mi ad esprimer gli archi di una tal curva. La 
quadratura dell’ Ellisse dipende dalla dimensione 
del cerchio (43o) , o dalle funzioni circolari : e 
quella dell’ Iperbole da’ logaritmi (4^7) . Ma le 
rettificazioni di queste due curve non vi si possono 
per le quadrature di esse rispettivamente ottenere, 

Q>) Come fu dimostrato dalV immortale Ar- 
cltimede . 
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cioè per le circolari, e per le log-miche funzioni; ma 
ne impegnano in formule delle delte funzioni assai 
più liansceudenli . E pure malgrado questa trati- 
scendenza , c la diversa ramificazione , che in esse 
curve ravvisiamo , la rettificazione dell’ Iperbole 
può determinarsi per quella dell’ Ellisse, come non 
ha guari si è tal cosa da’ Geometri conosciuta (fi). 
Onde gli archi ellittici vengon riputati per le tvan- 
scendeuti le più semplici dopo le funzioni circolari, 
e le log-miche, e soglion dirsi le Transccndenti El- 
littiche : che in verità sarebbero un nuovo ist Tomen- 
to di calcolo , se la loro natura nc fosse più chia-. 
ra , cd i valori di esse più precisi . Intanto i Si- 
gnori d' Alembert , ed Eulero , lasciando a’ Geo- 
metri posteriori il promuover delle dette Tran-, 
scendenti la chiarezza , e la precisione , si diede- 
ro studiosamente a rintracciar quegl’ Integrali , 
clic dalla rettificazione delle curve coniche dipen- 
dessero . E lo stesso Eulero , e dopo di lui i Si- 
gnori Lagrange , e Lcgendre si soli occupati di un 
più sublime , ed utile argomento , eh’ è quello del- 
la comparazione delle Transccndenti , che han la 
seguente forma Z di : V(i-j-ffiz' I -f-n: 4 ) , ove la Z 
sia una funzione razionale della z- . Ma di queste 
analitiche ricerche quali verità di Geometria , e 
pe ’l nostro soggetto rileveremo ? L" Eulero nc ri- 
trasse tra le altre cose, che preso uu arco di El- 
lisse da un estremo di un quadrante di tal figura , 
si possa inai sempre dall' altro estremo prenderne 

(h) Cioè dal Sign, Landen , e poi dal Sign. 
Legendre . 
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un altro , sicché la differenza loro sia rettificabile . 
Ed anzi può dirsi generalmente , clic in ogni se- 
zione conica , preso un arco ad arbitrio , si possa 
mai sempre assegnarsene un altro da Un altro pun- 
to di tal entra , sicché la differenza di essi archi 
sia geometricamente determinabile .■ I Giovarti vòr- 
1 ebbero , eh’ io nel primo di questi due Teoremi 
■vi determinassi geometricamente 1 ' arco che vi si 
domanda , e la retta che dee uguagliarne la diffe- 
renza di esso dall’arco dato. E vorrebbon pure, 
eh’ io dimostrassi quel Teorema in chiari modi , e 
Senza rimetterli alle malagevoli forinole- Euleriane; 
affinchè questo Teorema , che rese immortale 1’ Il- 
lustre Conte Fagliano , possa decentemente còro- 
tiare questi miei , qualunque sieusi , didascalici la* 
Voli . 

PROP. LXXXIX. T E O R. 

484* Se da un qualunque punto M del qua- 
drante e liltico AMB conducansi la normale MI’ , 

C la seni lori tinàia MN all' asse , e poi si prenda 
l' ascissa CT , che stia al semiasse AC , come la 
semiordinala MN ulta normale MP, e dal pun- 
to T vi sì ordini la TQ ; la differenza degli archi 
ellittici BM ed AQ presi dagli estremi de' semias- 
si conjugati BC , AC sarà rettificabile ( fig. 64- ) 

Dim. Si tolga dall’ ascissa CN la particella N« 
infinitesima: c condottavi per n la sciniordinata n tu : 
si prenda l’ascissa C /, che stia al semiasse AC, co- 
me la scmiordiuata ma alla normale della curva >9 
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m : e poi si compia la figura , come ne appare » 
Inoltre pongasi uguale ad 1 il semiasse maggiore 
AC del proposto quadrante, 1 ' eccentricità di tal 
figura uguale ad e , il semiasse minore CB = c , 
1 ’ ascissa CNxrx, 1 ’ altra CT=i>, e quindi N n=zdx 
(a) ì e Tf = dv . Sarà (16) la seiuiordinata 
IVM = «-’VC 1 — x 3 ) 1 1 ’ altra QT = cV( 1 — v a .) , 
( 4° ) la normale MP = c\/(i — e 3 x 3 ) , e quell’ al- 
tra QF =cV(i — eV) . Ed essendo per ipotesi 
MP : MN CA : CT, e quindi MP 3 : MN 3 :: 
CA* : CT 3 , sarà ne’ simboli di questi quadrati 
1 — e 3 x 3 : 1 — x 3 ;; 1 : v 3 . E con ciò 
x 3 -{-i> 3 =: i-^-e 3 x 3 v 3 .... A 
Ciò posto , 1 ’ Equazione A può avere la seguen- 
te forma x 3 — e 3 x 3 y 3 ze: 1 — i> 3 , da cui può trar- 
si quest’ analogia 1 : x 3 ;; 1 — e 3 v 3 : 1 — k 3 ; 
cioè 1 : x t; y(i_e 3 v 3 ) : \^(i — u 3 ), e finalmen- 
té QF : QT ;; CÀ : CN . E poiché sta Mm ; 
Mr “ MP : MN- tt AC : CT pe’ triangoli simi- 
li Mr/ir , MPN , sarà ne’ simboli di quelle rette 
Mot : dx H 1 : v . E così pure può dimostrar- 
s i , che stia Qt] : dv H 1 : x . Onde dovrà, essere 

», dx _ dv _ 

Mot = — , e Qq = — • . . . . J 3 
Intanto si differenza 1’ E^juazioue A (è) : e ’l 


(a) Le parti infinitesime delle grandezze va- 
riabili x , ed v si sogliono esprimere per dx , c dv 
00 Il sommo Newton , che avea adottato i 
sintetici ragionamenti nell' esporre i Priric. Malem. 
della FUos. Natur. , dovè proporvi in ipialità dì 
Lemma una verità di Calcolo differenziale , che gl 
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risultato 2 xdx-\- 2 vdv ~ se 1 (v’xt/x-j-x 1 vdv) si di- 
vida per avx . Sarà 

dx dv , . , . . , 

1- = e‘ x (yax-\-xdv ) , cioè 

v x 

M/n -f- Q</ == e 1 (vrfjr -|- xdv) . 

Ed integrando quest’ ultima Equazione (c) ne ot- 
terremo 

abbisognava Lib. II. Lentrn, II. Or io ad esempio 
di si granduomo , ed in questo Trattato analitico 
propongo un cornimi ’l Lemma . Cioè , il differen- 
ziale del rettangolo ABCE , i cui lati AB , AE 
sien variabili ( fig.6 5. ) , è Uguale alla somma de 
due rettangoli fatti da ciascuno di essi lati nel dif- 
ferenziale dell’ altro . Imperocché il lato AB cre- 
sca dell' infinitesima particella, B Ai mentre V altro 
AE ne cresce della Ee . Compito il parallelogram- 
mo Abce , e distese le BC , ed EC insino a' suoi 
lati ec , e bc , si vedrà esser lo gnomone BàceEC 
il detto differenziale . Ma questo spazio pub sti- 
marsi uguale ai due rettangoli Cb , Qe , essendo il 
rettangoletlo Cc disprezzabile rispetto a ciascuno di 
essi . È questi due rettangoli sono BC X B6 , ed 
ECxE« * Dunque se chiameremo x ed v i due lati 
AB , AE, e dx e dv i loro incrementi B6 ed Ee •> 
dovrà essere il differendole del rettangolo ABCE > 
cioè D.xy = vdx -f- xdv . 

II. ° E si vedrà immantinente esser D.x 1 = 2 tdx, 
e cos't pure D.v~z= 2 vdv . 

III. 0 E sarà poi D.x*v» = Viv"* xdx-\-ox*vdv : 
come pub rilevarsi dal proposto Lemma . 

(c) Fedi n.° i. Not. (I>) . 
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BM -f- BQ = e 1 vx -f- Const . . . . D 
Ma supponendo la x r= o , bea si vede dover es- 
sere e' i>x ~ o , BM = o , e 1’ arco BQ divenirne 
ugnale al quadrante ellittico AQB . Dunque sarà' 
AQB = Const. E 1’ Equazione D con questo de- 
bito valore della costante degenera in BM -f- BQ 
= e 2 vx AQB , cioè in BM-j-BQ — AQB=:e 3 «r . 
Donde sarà finalmente BM — AQ = e 9 vx . 

§. 485. Cor. 1 . Per effettivamente costruire la 
retta e 2 vx, che dee pareggiarvi la differenza degli 
archi ellittici BM ed AQ, eccone l’artificio geome- 
trico, che n’è prescritto dagli Elementi di Analisi. Si 
elevi al semiasse AC dal suo estremo A la perpen- 
dicolare AG uguale all’ eccentricità della proposta 
Ellisse . E congiunta la CO si distendano in sino 
ad essa le semiordinate MN , QT della detta cur- 
va . E poi si ritrovi la quarta proportionale in or- 
dine alle tre rette AC , TL , NK . Quella quarta 
sarà uguale alla differenza degli archi BM ed AQ. 
Imperocché pe’ triangoli simili CAO , CTL sta 
CA : AO II CT : TL, cioè 1 : e Hv : TL=ev. 
E cosi pure si dimostra pe’ triangoli simili CAO, 
CNK esserne la NK = ex . Ma la quarta propor- 
zionale in ordine alle tre rette AC , TL, NK , 
cioè ad 1 , ev , ex , dee esserne uguale ad e 2 vx . 
Dunque quella quarta proporzionale dovrà pareg- 
giarne BIVI — AQ . 

§. 486. Coroll. 11 . La differenza degli archi BM 
ed AQ sia uguale alla retta K , e sia h la diffe- 
renza degli altri due archi B m , ed Ap : cioè sia 
BM — AQ=K, e B/n — Ap=h . Sarà, sottraendo 
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la seconda di queste due Equazioni dalla prima , 
M/a — Q/> z= K — li . Dalla qual Cosa può trarsi 
il seguente geometrico 

§. 4^7- Teor. In Ogni Ellisse preso un arco ad 
arbitrio può sempre ass.gnarvisi un altro ila un al- 
tro punto ili tal curva , sicché sia . rettificabile la 
differenza loro . 

483. Scol. L' artificio euristico , clic qui si 
adopera , è un certo regresso da un’ Equazioue fi- 
nita alla sua differenziale, die divisa per Io prodotto 
delle variabili rinviensi intuitivamente integrabile . 
Ma le operazioni geometriche, onde ne ho assegnato 
il secondo de’ detti archi e quella retta , che dee 
jiareggiarne la differenza loro , non son che ovvie, 
ed elementari. Or se con somma laude fu commen- 
dato 1’ ingegno di Giovanni Deruulli nell’ aver ei 
risoluto un simil Problema per gli archi parabolici 
(4 7 4) , che son meno transceudenti degli ellittici , 
di maggior gloria dovrà esser degno l’ illustre ba- 
gnano per averne un facil mezzo impiegato nella 
presente ricerca , che al dir di Eulero credevasi 
trascendere le forze dell’ Analisi moderna . 

FINE. 
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